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前 证 


目前 ,国内 有 关 解 析 几 何 这 门 重要 基础 学 科 的 教科 书 、 参 
考 书 及 各 种 习题 集 虽然 不 少 , 但 以 论述 解析 几何 解 题 方法 为 
主 的 参考 书 , 尚 不 多 见 , 这 仪 平 是 一 种 缺陷 和 不 足 。 因 为 ,是 着 
我 国教 育 体制 改革 的 不 断 深化 ,高 等 教育 尤其 是 各 类 成 人 高 
等 教育 发 展 十 分 迅速 ,广大 师 生 以 及 广大 工程 技术 人 员 ，, 甚 至 
社会 科学 工作 者 ,都 急需 掌握 解析 几何 这 门 应 用 极为 广泛 的 
基础 性 学 科 的 方法 和 技巧 ,但 由 于 没有 合适 的 参考 书 , 给 教学 
和 自学 带 来 许多 不 便 ,直接 影响 了 教学 质量 的 提高 ,为 此 编写 
了 这 本 专门 论述 解析 几何 解 题 方法 与 技巧 的 参考 书 。 

本 书 用 大 量 的 典型 实例 揭示 了 解析 几何 的 解 题 规律 和 技 
巧 ,归纳 、 总 结 了 解析 几何 的 常用 解 题 方 法 。 全 书 共 9 章 , 各 章 
自 成 体系 ,包括 了 解析 几何 这 门 学 科 的 全 部 经 典 内 容 。 在 章节 
安排 上 不 拘 于 通常 的 逻辑 次 序 ,每 一 方法 都 独立 成 节 , 并 按照 
“基本 内 容 ”“ 常 用 方法 及 应 用 举例 "及 “练习 ”这 三 步 业 逐 步 
展开 。“ 基 本 内 容 ” 是 必须 掌握 的 基本 概念 和 基本 定理 (为 节省 
篇 幅 , 大 多 定型 的 证 明 均 略 去 );“ 常 用 方法 及 应 用 举例 ?是 解 
决 各 类 问题 的 方法 的 系统 归纳 和 总 结 ,用 典型 例题 揭示 方法 
的 运用 技巧 和 应 注意 的 事宜 ,并 用 评注 的 形式 说 明 例 题 的 类 
型 和 方法 的 适用 范围 。 书 中 有 些 问题 还 用 多 种 方法 予以 解决， 
并 比较 方法 的 优 劣 , 以 达到 举一反三 、 触 类 旁 通 之 目的 。 作 者 
”对 本 书 大 部 分 例题 都 给 出 了 解 题 的 思路 和 思维 的 方法 。 另 外 ， 

z ] 


各 章 编写 的 具体 格式 ,又 因 其 内 容 而 定 , 并 不 强求 一 律 。 

作者 虽然 为 本 书 取得 理想 的 效果 作 了 不 少 努力 ,但 限于 
水 平 ,加 之 是 初次 尝试 ,时 间 仿 促 , 礁 免 有 处 理 不 当 与 片面 之 
处 ,热诚 欢迎 广大 读者 批评 指正 。 


“ 编 者 
1994 年 2 月 
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第 1 草 直 线 


利用 坐标 方法 把 几何 问题 转化 为 代数 问题 ,并 通过 代数 问 
题 的 研究 来 解决 几何 问题 ,是 解析 几何 学 的 基本 方法 . 本 章 的 
目的 就 是 要 用 坐标 的 方法 来 研究 平面 直线 及 其 之 间 的 关系 . 


$1.1 两 点 间 的 距离 与 线段 定 比 分 点 


一 、 基 本 内 容 

1. 两 点 则 的 距离 

设 Pi(zi,y1)、P2(z2，,y:) 是 坐标 平面 上 的 两 点 , 则 Pi 与 
P; 间 的 距离 与 两 点 的 坐标 有 如 下 关系 


IPP| = Vr zx) ty ym) 01 
显然 ,在 两 点 了 与 已, 的 距离 公式 中 ,P1、P; 具有 对 称 性 

2. 线段 的 定 比 分 点 : 

设 Pi(zi,y1)、Pz(zz,y2) 是 坐标 平面 上 的 两 点 ,点 了 分 


线段 PiP: 的 比 为 :一 4, 则 了 的 坐标 为 


《1 1 -一 2) 


特别 地 , 当 ) 一 1 时 ,z 一 开 卫 于 ,一 关 二 天 ,这 就 是 中 点 
坐标 公式 . 
3. 三 角形 的 面积 公式 
设 4(Czy)、 By CCzy) 为 坐标 平面 上 不 共 线 
l 


的 三 点 , 则 人 AAAC 的 下 积 为 
jr yy) 1 ， 
ya 1 (1. 1 一 3) 
Ta Yi 1 
以 4A.B.C 顺序 为 顺 时 针 方 向 时 : 求 出 的 面积 值 为 负 ; 而 
当 A、B.C 顺序 为 道上 时针 方 向 时 ,面积 值 为 正 , 所 以 ,在 求 三 
角形 面积 时 ,一 般 要 加 一 个 绝对 值 符号 . 
对 于 4\ 人 5 三 点 共 线 ,面积 公式 同样 适用 ,》 只 是 面积 为 
大 ,反之 亦 成 江 . 
二 .常用 方法 及 应 用 举例 
例 1 已 知 平面 上 三 点 4A(1,2)、B(a.6) .C(2， 一 8 ,1 4 
二 5, 且 BB 点 在 第 一 象限 , 求 | BC1. : / 
解 
“|BC|= va 上 (二 8 二 6 于 
一 V(2 一 ai96 
, ,要求 |BC|, 只 要 求 出 a 即 可 ,由 于 
[AB|=5= ve 一 让 十 人 6 一 255 
所 以 ,a 二 4 或 a 二 一 2, 但 已 知 8 在 第 一 象限 ,所 以 a=4， 


J 


故 
IBCI= VET +t1906= V006=10V2 “| 
”评注 本 例 解 管 关键 是 根据 481。 ; 求 出 a, 并 由 8 的 
象限 确定 a 取 正 值 . 

例 2 已 知 平面 上 三 点 A4、B8、C 的 坐标 分 别 是 (一 2, 一 2)、 
(3,3)、(5, 一 2) ,判断 A、8.C 是 否 共 线 ， 右 个 共 线 ， 求 Seaac， 
并 判断 入 ABC 的 形状 . 

分 析 本 例 首 先 要 判定 A、B8、C ,二 点 是 否 共 线 ， 不 共 线 

2 


时 ,又 要 求 Sansc, 因 而 可 直接 求 SAABc, 由 其 是 否 为 零 米 判定 
Sassc 是 否 共 线 


解 
一 2. 一 2 ] 
D AaBC 一 3 3 1 
5 一 上 人 |] 


= - 


显然 ,A、B8.C 三 点 不 共 线 ， 

又 14 呈 | 一 [3 一 (一 2) 卫 十 [3 一 (一 2)]2 一 25 十 25 一 50 

1BC|?= (5 一 3)? 十 (一 2 一 3)* 二 4 十 25 二 29 

1C4| 王 (一 2 一 5)2 十 { 一 2 一 (一 2)] 一 49 

因为 ,14B1、1B8C1、1CA1 错 不 相等 , 且 有 最 长 边 ,14B| 
三 1BC1: 十 1C41, 故 和 人 ABC 是 锐角 三 角形 ,不 是 等 用 三 角形 

评注 本 例 也 可 先 计算 1481、|1BC1、1C41, 并 由 它们 的 
关系 判定 A.B.C 是 否 共 线 . / 

例 3 已 知己 是 矩形 4BCD 所 在 平面 上 的 任意 一 点 , 求 
证 : P4: 二 PC: 一 PB: 十 
PD:. : 

分 析 由 于 矩形 相 ， 
邻 两 边 都 是 互相 垂直 的 、 
因而 可 以 取 其 一 个 顶点 
为 坐标 原点 , 相 邻 两 边 所 
在 直线 分 别 作 为 z 轴 和 ~y 
轴 见 图 1 一 1. 

证 明了 到 矩形 48 和 1 
边 所 在 直线 为 zx 轴 ,4D 所 在 直线 为 y 轴 ,并 设 矩 形 相 邻 两 边 
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40.4D 的 长 分 别 为 a.6. 氮 己 的 和 音标 为 Cry), 则 有 4(C0， 
0) ,Ba0)GGap) DCO,o) , 故 
六 4 十 PC = (十 六) 十 [Ga 一 十 (8 一 光 ) 
= 2(7T 十 yy 一 ar 一 by) 十 a 二 
PB 二 PD= ax) 二 yj 十 (Cr 十 (5 一 y)*) 
二 207 十 六 一 ar 一 Vy) 十 a 二 +b 
A LC = PB + PD: 
例 4 已 知 40,3).B(4.6), 求 分 点 了, 使 4B=3PB. 
解 48=AP 二 PB8, 而 AB8=3PB， 
.AP 十 PB==3PB8., 于 是 


AD = 2PE 
.7 2B 。 
TD 
1 ~ ,3T2X60 
故 T= 二 9 = 3， 7 一 1 二 7 5 
所 以 ,P(3， 5) 是 要 求 


的 分 点 . : 
评注 关键 是 求 出 
) 一 2， 
例 5 见 图 1--? 

类 二 角形 顶点 为 A4(1.、 
yOB rs ya) Cr ys), 
求 作 ABC 的 重心 的 坐标 
(zy)。 

解 设 BC 边 的 中 点 和 
为 也, 由 中 点 坐标 公式 , 则 


DD 点 的 坐标 为 (天 二 , 关 李 六 ) 


又 设 G 为 A4BC 的 重心 , 则 G 分 线 4D 的 比 \= 4 
一 2,. 有 所 以 C 点 的 坐标 是 


Z2 十 3 
2 7 _ 十 十 x 
1 十 2 3 
yz 十 ya3 
二 
1 十 ?2 3 


即 重 心 C 点 的 坐标 为 
2 十 Ta 十 并 1 十 3 十 
3 由 3 


评注 本 例 推 得 的 结果 可 以 作 公 \ 式 应 用 
习 题 1.1 


1. 已 知 某 零件 一 个 面 上 有 3 个 孔 , 孔 中 心 的 坐标 分 别 为 :A( 一 10， 
30)、B( 一 2,3).C(0, 一 1), 求 每 两 筷 中 心 的 距离 ,并 判断 4.B.C 是 否 

2. 三 角形 的 三 个 项 点 是 A(2,1)、B( 一 2,3)、.C 00, 一 1), 求 Saw 
并 判断 和 4BC 是 否 是 等 腰 三 角形 . 

3. 已 知 4(1, 一 1)、B8(3,3).C(4,5), 用 两 种 方法 证 明 A、B,C 共 线 . 

4. 在 A45C 中 ,AM 是 BC 边 上 的 中 线 , 求 证 4B? 十 4C”"=2(AM? 
+BM?). 

5. 已 知 两 点 P1(3,2)、Ps( 一 9,4), 总 P(r,0) 在 PiPz 所 在 的 直线 
上 , 求 己 点 分 PiP, 所 成 的 比 4 及 工 值 . 

6. 已 知 作 ABC 的 二 顶点 4(2.3).B8(8, 一 4 和 重心 G(2, 一 1), 求 C 
(Xx,y), 

7. 线段 PiP; 长 5cm , 写 出 点 已 分 PiP; 所 成 的 比 4 值 ， 


(1. 1 一 4) 


(1) 点 已 在 书 已 上 , 求 | 已 已 | 一 3cms 
(2) 点 已 在 已 P, 延长 线 上 ,||P,P|==10cm; 
(3) 点 已 在 PzPi 延长 线 上 ,PP 一 tm 
8. (1) 一 条 线段 的 两 个 端点 坐标 为 (一 1,2)、 (—10. 一 D， , 求 这 条 线 
段 的 二 个 三 等 分 点 的 坐标 ; 
(2) 已 知 点 4(1, 一 1),B8( 一 4,5) ,将 线段 AB 延长 至 C .使 4C=5 
1481, 求 C 点 的 坐标 . 


8$ 1. 2 直线 方程 的 几 种 形式 


一 、 基 本 内 容 

1. 直线 的 儿 率 | 

一 条 直线 1 向 上 的 方向 与 x 短 的 正方 向 所 成 的 最 小 正 角 
叫做 这 条 直线 的 倾斜 角 . 若 直线 /平行 于 x 轴 , 规 定 它 的 倾斜 
角 为 零 ,因此 ,对 任 一 直线 它 的 倾斜 角 .a 的 取信 范围 是 :0<a<x. 

一 直线 倾斜 角 的 正切 ,叫做 该 直线 的 币 率 ,各 用 k 表示 竺 
率 : ktge. : : / 

应 当 指 出 的 是 ,平行 于 x 轴 的 直线 ， 其 斜率 为 零 ， 垂直 于 

zx 轴 的 直线 糙 率 不 存在 . 

设 Pi (zi ,7 )、 PCz2， ys) 所 在 直线 的 斜率 为 ， 则 有 


k= (1.2—1) 
在 式 (1. 2 一 1) 中 ,Pi 、P， 两 点 具有 对 称 性 
。 2. 所 人 儿 式 
已 知 直线 上 过 定点 PKzi sy)， 斜率 为 ， 直线 / 的 方程 是 
y—™— y= k(rCO om x) (1. 2 一 2) 
3. 两 点 式 


已 知 直线 过 十 两 点 PP (Xt ,y1) 相 f*;, (x2， y2)， 直线 /的 方程 


7 1 二 YI 

2 YI 和 

特别 地 , 当 zi 二 zs 时 ,方程 为 +=xi; 当 yi 二 yz 时 ,方程 

为 y= yi. 

4. 截 作 式 

已 知 直线 的 斜率 是 ,在 y 轴 上 截 距 是 0， 如 和 > 条 六 于 
P(0,5) ,直线 7 的 方程 是 

yy 一 kr 十 | (1. 2 一 4) 


(1. 2 一 3) 


5， 截 距 式 

已 知 直 线 /在 xz 轴 和 y 轴 的 截 距 分 别 是 a 和 6(a、6b 关 0)， 
直线 /的 方程 是 

二 十 六 =1 (1. 2 一 5) 

6. 一 般 式 | 

定理 1.2.1 在 坐标 平面 内 ,任何 直线 都 可 用 含有 变量 xz 
和 y 的 一 次 方程 Ax 十 By 十 C= 二 0 来 表示 , 反之 ,任何 含有 变 
量 z 和 yy 的 一 次 方程 Az 十 By 十 C=0 都 表示 坐标 平面 内 的 
一 条 直线 . / : 

方程 Ax 十 By 十 C= 二 0 称 为 直线 的 一 般 式 方程 . 

二 、. 营 用 方法 及 应 用 举例 

例 1 已 知 下 列 各 条 件 ,建立 直线 方程 ,并 将 它们 化 为 一 
般 式 . . : 和 
(1) 过 点 (9, 一 3) ,倾斜 角 为 下， 
(2) 在 y 轴 上 的 截 距 为 一 2 ,倾斜 角 为 二 


(3) 过 两 点 (2,0), (0, 一 3); 


(5) ”过 点 (3,1) 和 和 (7., 1); 
(6) z 轴 上 的 截 距 为 一 5 ,倾斜 角 为 并 


解 (1) 直线 的 斜率 为 4 一 tg "一 一 1, 由 点 斜 式 方程 
得 直线 方程 为 
y 一 (一 3) 二 一 1 (rx 一 9) 
EN 十 y 一 6 一 0 
T -VY, 3 


(2) ”直线 的 笠 率 k=tg 下 一 由 截 斜 式 得 直线 方程 
为 
y 一 3 十 (一 2) 
即 wv37z 一 3 一 6 一 0 


(3) ”由 已 知 .直线 在 + 轴 和 y 轴 的 截 距 分 别 为 a 二 2,6 
= 一 3, 由 截 距 式 得 直线 的 方程 为 


> 二 下 ;一 1, 即 3r 一 2y 一 6=0 


(4) 平分 1 、 有 象限 角 的 直线 斜率 为 k=tg 二 一 1 ,由 点 
斜 式 得 直线 方程 为 
y—0=1X (x—0) 
即 7 一 y 一 0 
(5) 由 于 直线 上 两 点 (3， 1) 和 (7， 1 的 纵 坐标 均 为 1 ， 故 
直线 的 方程 为 y= 1,.B) y—1=0. 
(6) 由 于 直线 在 + 轴 上 的 截 距 为 一 5, 所 以 它 过 点 


(一 5.0) ,斜率 为 一 tg 下 一 一 3 ,由 点 斜 式 得 直线 方程 是 
y—0=— 3 Cr- (—5)) 


.8 


即 v 3xz 十 3y 十 5 Y 3 一 0 

小 结 ” 根据 已 知 条 件 求 直线 方程 ,一般 做 法 是 : 

1” 判断 直线 是 否 平 行 于 坐标 轴 ,平行 时 , 写 出 特殊 形式 
的 方程 ,如 (5). 

2° 别 造 条 件 使 其 满足 直线 方程 的 菜 种 形式 ， 写 出 这 种 

化 为 一 般 式 Ax 十 By 十 C=0 的 方程 . 

评 直线 在 坐标 轴 上 的 截 距 a.2 可 正 可 负 , 在 代入 方 
程 时 应 符 别 注意 ,这 里 截 距 的 概念 同 距 离 的 慨 念 不 同 . 

例 2 已 知 Pi1(3,5)、Ps(xs,7)、P3( 一 1,yy;) 是 斜率 上 二 2 
的 直线 ! 上 的 三 个 点 , 求 x,、 ys. 

解 ” 过 点 P,(3,5) 上 人 射 率 为 k= 二 2 的 直线 方程 为 

y 一 5 一 2(z 一 3), 即 y= 二 2zx 一 1 

由 于 P:(ra ,7)、P; (一 1,y3) 在 直线 上 ,所 以 它们 的 坐标 
适合 方程 ,因此 有 

7 一 2 一 1] yy 一 2X( 一 1]) 一 1] 
解 得 Xs 二 4,Y3 二 一 3， 

例 3 已 知 A( 一 1， 
1).B(—1,3).C(2,3).D 
(2, 一 1) 是 坐标 平面 上 的 
四 点 , 求 四 边 形 4BCD 的 
面积 9 ,并 判断 其 类 型 ， 

解 ” 如 图 1 一 3 所 示 ， 
四 边 形 的 面积 为 

DS 一 局 Aaac 十 SAapc 


-1 1 1 和 1 1| 
1 z + 2 1 
= 2 .3 十 三 | 2 1 

一 1 3 了 | 2. 3 2. 


一 上 1 __ 
2 X6+tZX12= 9 


由 于 4 一 1 1).B(—1,， 3) 可 知 直线 4A8 的 方程 为 :一 
一 1, 由 于 DC(2, 一 1),C(2,3) ,可知 直线 CD 的 方程 + 二 2, 由 
于 B8( 一 1,3) ,CG(2,3) ,可知 直线 BC 的 方程 y 二 3, 又 kap 
= 一 一》 ,于 是 可 得 AB/CD,BC CD, AD 不 平行 于 
BGC, 所 吕 四边 形 ABCD 是 直角 梯形 . 

小 结 ” 若 已 知 多 边 形 顶 点 的 坐标 ,可 将 其 划分 成 几 个 三 
角形 ,将 多 边 形 的 面积 计算 转化 为 几 个 三 角形 的 面积 和 , 若 不 
用 绝对 值 ,每 个 三 角形 顶点 的 顺序 应 成 反 时 针 方 向 . 

评注 本 例 极 易 算得 148|=2,18C|=3,1CD|=4, 若 
先 判断 4BCD 为 梯形 ,用 梯形 面积 公式 计算 ABCD 的 面积 
要 简捷 得 多 . 

例 4 问 直 线 Ar 十 By 十 C=0 0 在 下 列 条 件 下 通过 哪 几 个 
象限 : i 
(1)4B8<0,BC<0; 

(2)4 一 0,BC<0; 
(3)C=0,4B>0. 
解 直线 Art BytC=0 9 可 化 为 
一 6 (1 
(DD “AB<0, 一 分 >>0, 即 直线 斜率 4>0, 又 ……BC<0， 


. 有 六 0, 因 而 直线 过 工 _ 工 了 象限 ， 
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(2)… 4 一 0， 一 与 一 0 又 8 二 0， 一 所 之 0, 方 程 (1) 


入 人 同上 二 1 、1 象限 


(3)…C 一 0,… 直 线 过 原点 ,又 AB>0,. 一 务 <0, 即 象 


限 的 斜率 A<<0, 因 而 ,直线 过 工 .N 象限 . 
评注 一 般 讲 ,对 直线 1, 若 | 
,1 >0 时 ,D5>0 时 , 它 过 工 、 1 、I 象 限 ;5 二 0 时 , 它 
过 1 、E、W 象 限 ;@b==0 时 , 它 过 1、E 象限 . 
2 <0 时 ,Go>0 时 , 它 过 工 .EN 象限 ;@b<0 时 , 它 
过 工 `. 下、 象限 ;2 一 0 时 , 它 过 1 象限. 
3° 二 0 时 ,@5>>0 时 , 它 过 1、I 象 限 ;加 6<<0 时 , 它 过 
1、NW 象 限 ;@b= 二 0 时 ,为 xz 轴 . : 
4 上 不 存在 时 ,a>>0(a 为 直线 在 z 轴 上 的 距离 ) 时 , 它 
过 工 愉 象限 ;Ca<0 时 , 它 过 工 N 和 象限 ;Ba 一 0 时， 为 ? 畏 


本 题 1.2 


1. 四 边 形 ABCD 的 四 个 顶点 是 4(2,3).B( ,一 DC( 一 1,2) 
(一 2,2), 求 它 四 边 所 在 直线 的 倾 糙 角 和 和 斜率， 

2. 根据 下 列 条 件 写 出 直线 方程 ， / 

CD) 伴 束 是 区 3 ,经 过 点 4(8, 一 2); 

(2) 过 点 B( 一 2,6), 且 与 x 轴 垂 直 ， 
(3) 斜率 为 一 4; 在 y 轴 上 的 截 距 为 7; 

(4) 经 过 两 点 A( 一 1,8),B(4, 一 2); 

(5) 在 y 轴 截 距 是 2 , 旦 与 工 轴 平 行 ， 

(6) 在 工 轴 、y 轴 上 的 截 距 分 别 是 4 与 一 3. 

3. 一 条 直线 经 过 点 4(2, 一 3) , 它 的 倾斜 角 等 于 直线 ?一 一 

Vs 
ll 


Z 的 


可 


倾斜 角 的 2 倍 , 求 这 条 直线 的 方程 : 
4. 一 条 直线 和 y 轴 相 交 于 点 已 (0.2)， 的 倾角 的 正六 是 , 求 
这 条 直线 的 方程 ,这 样 的 直线 有 几 条 ? 
5. 已 知人 A4AC 的 顶点 是 4(0,.5),.601, 一 2).C( 一 6.4), 求 BC 边 
上 的 中 线 所 在 直线 的 方程 ， / 
6, 设 4A,B 两 点 的 坐标 分 别 是 (x1， yD、 (rs, ?2) 直线 AB 的 倾角 
是 “求证 
| -VvV lcosal 
7. 求 过 点 PC2,3) 且 在 两 轴 上 的 截 距 相等 的 直线 方程 
8: 直线 方程 A+ 十 By 十 C 二 0 的 系数 4.8、C 满足 什么 条 件 时 ,这 直线 
(1) 与 两 坐标 轴 都 相交 四 
(2) 只 与 x+ 轴 相 交 ; 
(3) 只 与 y 轴 相交 ; 
(4) 是 ZX 轴 ; 
《5) 是 > 办. 
9. 油 出 鱼油 20m: 从 - _ 管 道 等 速 流出 ， 在 50min 内 流 完 、 用 截 距 式 
写 出 油 桶 剩余 的 油 量 Qox7 和 流出 时 间 xzmin? 问 的 方程 .并 画 出 图 象 
(注意 (0 入 t 魏 50))， 


91.3 直线 的 法 式 方程 


一 ` 基 本 内 容 

1. 直线 的 法 线 和 法 线 的 幅 角 

(1) 当 直线 /不 过 原点 ,从 原 
点 o 引 射线 垂直 于 直线 1, 交 /于 
N ,射线 你 为 直线 1 的 法 线 ,四 
正方 问 与 射线 n 的 夹 角 用 9 表示 ， 
称 为 法 线 的 幅 角 ,原点 o 到 直线 的 距离 |oN {用 pp 表示 ,有 0 
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5<2r,p 盖 0( 图 1 一 4). 
(2) 直 线 ! 过 原点 o 时 ,法 线 幅 角 9 取 值 范围 是 0 委 0<r， 
p 二 0( 图 1 一 5) ,特别 地 ， 直线 为 ? 轴 ,4= OP 一 0 直线 为 xz 
外 和 ， 0 一 了 了 ,一 0. 
有 了 以 上 规定 ,平面 
内 任 一 条 直线 都 可 以 决 
定 两 个 数 p 和 0, 反之 ,每 
一 组 p 和 9 的 值 ,都 能 确 - 
定 和 建立 直线 方程 . 
”已 知 直线 7 的 法 线 的 
幅 角 9, 原点 到 直线 ! 的 
距离 ,直线 ! 的 方程 是 
Xxcos0 十 ysin0 p=0 (1.3—1) 
方程 (1. 3 一 1) 称 为 直线 方程 的 法 线 式 . 
方程 (1. 3 一 1) 有 下 面 两 个 特点 : 
(1)z+ 和 yy 的 系数 分 别 是 cosb.sinb， 其 平方 和 等 于 1; 
(2) 常 数 项 一 p 是 负数 或 者 是 零 , 当 常数 项 是 等 , 即 一 p= 
0,p 二 0 时 ,表示 直线 过 原点 ,因为 ,这 时 0 志 9 之 x, 所 以 y 的 
系数 是 正 的 或 零 , 如 果 y 的 系数 也 为 零 ， 那么 因为 4 一 0, 从 
(1. 3 一 1) 可 知 ,z 的 系数 cos0==1. 
3. 化 直线 的 一 般 式 方程 为 法 线 式 方程 
设 直 线 1 的 一 般 式 方程 为 1 
Ar 二 By 十 C=0 ‘(1) 
方程 (1) 乘 以 一 个 不 为 零 的 常数 4, 得 
人 4z 十 ABy 十 MC = 0 (2) 


要 使 方程 (2) 为 法 线 式 方程 ,由 法 线 式 方程 的 特征 , 必 有 
C44) 十 (AB)*=1 与 4C<0, 且 C= -0 时 ,48 之 0, 若 还 有 B 二 0， 
A4=1. 


1 | 
土 V3 村 训 
(1) 当 C>0,4<0; 
(2) 当 C=0,4>0; 
7 (3) C=0,8>0,.4>0;B<0.4<0;8=0,4= 方 . 

1 叫做 法 式 化 因子 . 

4. 点 与 直线 的 位 置 关 系 

(1) 点 与 直线 的 离 差 

已 知 直 线 /的 法 式 方程 rcos0 二 ysin6 一 上 二 0 和 点 P(xo， 
yo) 网 称 数 6 二 zcos9 十 yosin9 
一 为 尽 p 与 直线 i 的 离 差 . 

由 图 1 一 6 可 以 看 出 ,直线 / 
将 平面 划分 为 三 部 分 ,直线 上 、 
直线 法 线 方 向 指向 的 一 侧 和 直 
线 法 线 方向 指向 相反 的 一 侧 , 不 : 
难 证 明 , 位 于 这 三 部 分 的 点 ,对 
于 直线 /的 离 差 分 别 为 6 一 0,8 
>0 和 8G<0, 对 于 不 过 原点 的 直 
线 7, 又 可 表述 为 : 若 己 在 直线 !/ 上 ， 离 差 $ 一 0; 若 尸 点 与 坐标 
原点 在 直线 ! 的 异 侧 , 离 差 50; 车 了 P， 点 与 坐标 原点 在 直线 / 
的 同 侧 , 离 差 8 过 0. 

(2) 点 到 直线 的 距离 | 

已 知 点 尸 到 直线 / 的 离 差 是 6， 则 点 到 直线 / 的 这 蝶 4 一 161. 

通常 情况 下 有 下 面 两 个 定理 : 
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(1) 已 知 直线 的 法 线 式 方程 xecos9 十 ysin0 一 pp 二 0, 点 

P《zos30), 则 点 卫 到 直线 ! 的 距离 
d = |xocos0 十 yosin0 一 p| 

(Qi) 已 知 直 线 7 的 一 般 方程 4z 十 By 十 C 一 0 和 点 P(ro， 
yo); 则 了 点 到 直线 ! 的 距离 
14z 二 Byo 十 已 | 

V42z 十 忌 ; 

二 .常用 方法 及 应 用 举例 

例 1 已 知 直线 的 斜率 上 k= 一 VY 3 ,原点 到 直线 的 距离 为 
4, 求 直线 的 方程 ， 


解 … 直 线 的 斜率 = 一 了,… 倾 斜 角 < 一 冬 , 所 以 直 


d 


线 的 法 绕 幅 角 一 工 或 0, 一 全 ,p 一 4, 故 直线 的 法 式 方程 是 


Tn . 开 
Zcos 十 ys 一 人 二 
或 zcos 人 i 十 ysin 守 一 4 一 0 


妈 WY3zt+y 一 8 二 0 或 w 3X 二 yy 十 8 二 0 
例 2 化 下 列 直线 方程 为 法 线 式 方程 

(1) 12z 十 5y 一 26 一 0; (2) 3x 一 4y 十 7 二 0; 
(3) 4zx—3y=0; (4) 8xz=0, 

解 (1) A4=12,B8=5,C= 一 26 过 0 
1 上 
”Viz 13 

. 原 方程 化 为 法 线 式 方程 为 / 


12 5 
13* Tt Ta 2 二 0 


gr 
pi 


1? 


1 了] 
vv 
“… 原 方程 化 为 法 线 方程 为 


3 4 
5 


(3) 4 一 4, 王 一 3<0,C 王 0 


< 站 | ~ 


iii er 


1 
— Va 5 
.… 原 方程 化 为 法 线 式 方程 为 


— Fz+ y=0 


(4) A= 8,B8=C=0. .一 襄 ， 原 方 程 化 为 法 线 式 方程 是 
7 一 0 
评注 ”化 直线 的 一 般 式 方程 为 法 线 式 方程 ,关键 是 计算 
法 式 化 因子 ,其 中 重点 是 确定 法 式 化 因子 4 的 符号 
例 3 已 知 信 4BC 三 边 A8、AC 和 BC 所 在 直线 的 方程 
分 别 是 xz 十 y==1,x 一 y 二 1,27 一 y=5, 求 三 角形 的 面积 . 
解 由 方程 组 |” ”得 A(1.0) 


Ce 
J 


十 y= 二 1】 
由 方程 组 | ” 得 8(2, 一 1) 
2 一 y 一 9 
r 十 ?一 1 
由 方程 组 |” ”得 C(4,3) 
2TX— Y=—5 
4 到 BC 的 距离 ( 即 人 ABC 的 BC 边 上 的 高 ) 为 
d= Il2xX1-—-005_ 3 
V5 V 5 
EC 一 V(2 一 4 十 (一 1 一 3 有 一 2 V5 


1、， 一 3 
SA4aBc 二 一 XX2 5 六 -一 一 :! 
4 Y 5 


评注 ”要 求 两 直线 的 交点 坐标 ,只 要 将 其 方程 联 立 , 解 二 
元 一 次 方程 组 即 可 . 

用 点 到 直线 的 距离 公式 求人 A4BC 的 高 ,是 一 种 有 效 方法 . 

例 4 设 动 点 P(x,y) 到 直线 3x 十 4y 一 1=0 和 12x 一 5y 
一 7 二 0 距离 相等 , 求 动 点 P(rz,y) 的 轨迹 . 

解 ” 由 题 设 P(x,y) 到 直线 3x 一 4y 一 1 二 0 的 距离 为 


7 = 13zX 十 4y 一 1| 13z 十 4y 一 1| 
z V 3 十 型 .3 
P(x,y) 到 直线 12x 一 5y 一 7 二 0 的 距离 为 
1 二 ll12x—5y—7| |i2xz— 5y—7| 
OO 
12 +5 ls 
di 一 以， 
[37+4y—1| 112z—5y-—7| 
5 13 
3z 十 4y 一 1 ,12x—5y—7 
9 一 13 


P(rz,y) 的 轨迹 方程 为 
21z 一 22y 一 22 一 0 或 33zx 十 9y 一 16 王 0 
评注 _P(Cz,y) 的 轨迹 是 两 条 互相 垂直 的 直线 ,此 二 直线 
为 已 知 二 直线 的 交角 的 两 条 角 平 分 线 . 
例 5 在 直线 x 一 y 十 1=0 上 求 一 点 也 ,使 它 到 两 直线 2x 
+y 一 1=0 与 3z 一 y 十 2=0 的 距离 的 平方 和 最 小 . 
解 ” 设 所 求 直 线 zx 一 y 十 1==0 上 的 一 点 为 Pi(zi,y1), 它 
到 二 直线 2z 十 y 一 1 一 0 与 3z 一 ?十 2 一 0 的 距离 分 别 是 
_ [2z 十 六 13z1 一 十 2| 


= 与 d= 


di 
2 十 1 37 十 1 


XxX 一 1H 十 1] 二 0 
,3z| [2 十 1 
di= d= 
V5 Y 10 四 


az ) 《2 二 十 1 
1 
a z 一 (22z? 十 4zi 十 1 


La 0 
Cr 二 ti 


要 使 上 为 最 小 ， 人 A 须 光 = 11' 即 可 ， 得 


心 


a 


1 一 二 1=0. et 


因此 ,所 求 的 点 P( 一 证 ,11) 是 使 它 到 二 直线 距离 平方 和 


9 
最 小 , 且 4 二 1210 110 


例 6 已 知 等 重 人 oAB 
的 顶 角 为 20, 底 边 上 的 高 
为 h, 在 八 o4B 内 有 一 动 
尽 P,P 到 三 边 oh、oB、 
AB 的 距离 分 别 是 |PD|、、- 
1PF|、IPE|, 并 和 且 满 足 关 
系 ]PD| ，1PF|=|PE|’， 
求 己 点 的 轨迹 .， 

解 ”如 图 1 一 7 建立 
坐标 系 , 即 以 信 o4B. 的 顶 多 17 
点 o 为 坐标 原点 , 底 边 AB 
上 的 高 为 + 轴 . 
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设 动 点 书 的 坐标 为 (z,y), 显 然 0 过 zh. 
直线 ok 的 方程 为 y= 二 ztg0; 
直线 oB 的 方程 为 y= 一 zxtg0; 
直线 4B 的 方程 为 x 一 hh 二 0. 
上 上 述 直 线 方程 的 法 线 式 分 别 为 
of: 一 ZSinl 十 ycosg:; 
oB:; xsing ycosd; 
AB: Xx—h=0. 
由 点 到 直线 距离 公式 ,可 得 
IPD| = |xsing 一 ycCosO | 
IPF| = |zsing + ycos0|; 
IPE|=|z—h|l=h—r 
因为 已 在 Ao4B 的 内 部 ,所 以 ztg0> 土 y. 可 得 rsinb 士 ycosb 
>0. : 
由 条 件 1|PDI:==xsin8 一 ycos8,|PF|’ 一 zsing 十 ycosb ， 
1IPDi .|PF|=|PEl’, 得 
z'sin OO 一 好 cos 0=(h— zr) 
好 zzcos 0 一 21z 十 ycos:0 十 大 一 0 
两 边 同时 除 以 coszg, 得 
xX —2hzrsec’b+ yh sec b=—0 
BD (zx—hsec’0) ++y =(h+itgbsec0) (0<zx<h) 
因此 ,所 求 的 轨迹 为 以 (hsec’0， 0) 为 圆心 ,hrggsecd 为 半 
径 的 圆 在 A4BC 内 的 一 段 弧 . 

”评注 这 里 推导 的 这 程 是 可 逆 的 ,因此 ,车 动 点 P 不 受 
限 刺 在 Ao45 内 ,其 轨迹 为 整个 贺 , 而 及 此 圆 定 过 4、B 两 
点 ,但 本 例 的 动 点 在 人 oA4B 内 ,所 以 , 动 点 已 的 轨迹 只 能 是 以 
和 A.B 为 端点 在 人 oA4B 内 的 较 弧 4B( 不 含 A.B 两 点 ). 
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习 题 1.3 


. 求 点 A( 一 2,3) 到 直线 3z 十 4y 十 3 一 0 的 蝶 敲 . 

. 求 点 已 (3,1) 到 直线 reos9 十 ysin8 一 p= 二 0 的 距离 . 

.已 知 点 (tm,3) 到 直线 1:3x7 一 5y 十 1 二 0 的 距离 为 2， 求 mm. 
4. 求 到 动 点 4(3,2) 的 踢 离 的 平方 与 到 直线 3z ~ 2+1=0 的 距离 

之 和 为 5 的 点 的 轨迹 , 


L 


3 1.4 直线 与 直 纹 的 位 置 关系 


一 .基本 内 容 

1. 二 直线 的 夹 角 

二 直线 相交 所 成 的 二 对 对 顶 角 中 不 大 于 x/2 的 角 叫做 二 
直线 的 夹 角 ,二 平行 直线 的 夹 角 为 0。 

二 直线 414 的 夹 角 为 0, 斜 率 分 别 为 如. 姑 , 则 有 


R — k, | 


2. 二 直线 平行 | z 
二 直线 [1 、/; 的 斜率 分 别 为 ki ,由 式 (1. 4 一 1) 可 得 lt 
lk 二 &,, 这 里 把 重合 视 为 平行 的 特殊 情况 , 大 二 直线 4,， 
的 一 般 式 方程 分 别 为 | | 
入 -名 Se 
4 8B, C, A 二 
A, B, C, A Ls 重合 
3. 二 直线 的 垂直 
由 式 (1.4 一 1) ,1 一 0 即 上 太一 一 1 时 ,二 直线 14,1， 
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夹 角 0 的 正切 tg0 不 存在 ,于 是 9 一 ， 即 il; 因此 ,有 下 面 


的 命题 成 立 , 即 : 
二 直线 1 的 斜率 分 别 为 和 、.Az， 刚 
A 


知 二 直线 0 的 一 般 式 方程 分 别 为 :A1z 十 Bzy 十 Cl 二 0， 
4r 十 B:y 十 C: 一 0， 则 有 


A 
hl B= 一 完 或 A A, 十 B1B; 二 0 


二 .常用 方法 及 应 用 举例 
例 1 已 知 氏 :2x 一 人 9 一 0 和 /,: 工 一 2 T5= 0 水 证 4 
Hl,, 


证 明 由 已 知 可 得 :4 的 斜率 如一 二 , 截 距 一 二 ,2 的 


笠 率 k, 一 二, 截 距 bs 一 学 
1 f ,5 


“Rk 
“bi 2 
评注 相信 可 下 搂 由 一 直线 的 一 服 式 方程 的 系数 关系 判 
定 ， 因为 疗 == 二 5 天 去 ,所 以 /A 


例 2 已 基本 i:A1t 十 Biy 十 二 0 和 直线 i:A,IK 十 
Bsyt+C:=0(BIB,0,AA; 二 BB,A0) ,0 与 /， 的 夹 角 为 0， 
求证 


tg0 = 生生 全 | (1. 4 一 2) 
证 明 由 已 知 可 得 ,直线 的 斜率 为 hh = 一 倪 ， 直线 4 
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ce | 和 二 |- BB, | 
1+ kik, | A A BiB;t A ds 
了 -»， i 
. 14B 一 42Bi | 
一 AATBB, 


评注 “ 式 (1.4 一 2) 可 作为 公式 运 = 用 ， 并 上 可 直 此 式 出 发 
讨论 二 直线 平行 .垂直 条 件 . 

例 3 已 知人 ABC 的 三 边 A48.4C.BC 所 在 直线 的 方程 
分 别 为 :z 十 2y 一 1=0、27 一 4y 千 7* 和 .2 十 y 一 上 三 0, 斌 判定 
人 ABC 的 形状 ,并 求 其 两 锐角 的 正人 余弦， : 

分 析 给 了 三 角形 三 边 所 在 直线 的 方程 ,要 判断 其 形状 ， 
就 要 从 内 角 考 虑 分 类 ,首先 从 特 跌 炎 型 考虑 ,看 其 是 否 是 直角 
三 角形 ,观察 AC .BC 的 方程 ， 2z 一 4? 十 7 一 0,2z 十 ?一 5 一 0， 
易 得 4C BC 即 人 C= 艺 ， 改 人 入 4BC 为 直角 三 角形 


解 ” 在 直线 4C 和 BC 的 方程 2z 一 4y 十 7 二 0:2xr 十 y 一 5 
一 0 中 ,由 于 2xX2 十 (一 4)X1==0,.. AC | BC, 也 助人 入 ABC 


中 ,LC== 访 ;又 三 直线 + 十 2y 一 1 二 0,2x 一 4y 十 7 二 0%2x 十 y 
5 一 0 既 不 两 丙 平行 ,又 不 共 点 ' 旋 人 ABC C 为 直角 一 角形 | 


J 4 


a 2 十 2X( 一 4) 3 
sinA 一 人 cos4 一 = 


又 ZA+ LB = 加 | 


siInB = 3 co0sB 一 4 


0. 5 
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小 结 ”根据 三 角形 三 边 所 在 的 直线 方程 ， 

A :4z 十 By 十 二 0 i=1,2,3. 

判断 三 角形 的 形状 ,可 以 按 如 下 步 又 进行 

(1) 说 明 册 .02 相交 成 三 角形 ， 即 要 说 明 /La 既 不 
两 两 平行 ,又 不 共 点 ,不 平行 可 由 平和 于 条 件 判断 ， 不 共 点 可 用 
A! B, C， 
行列 式 | 4A。 B，C， 
A，, B, CG, 
则 不 共 点 . | 

(2) 判断 ZV、 有 无 相互 阜 直 关 系 , 若 有 则 三 角形 为 直 
角 三 角形 ,反之 则 三 角形 不 是 直角 三 角形 . 

(3) 计算 4 ,ls 两 两 夹 角 的 正切 值 tga \tgaz、tgas. 

若 tgal 一 tgQs 二 tga; V3 则 三 角形 为 正三 角形 ;车 tga 十 
tgas tg 一 tgotgaztgas、 则 三 角形 为 锐角 三 角形 ， 特别 +t tgai、 
tga\ tgas 又 有 了 两 个 相等 ,三 角形 为 等 腰 锐角 三 角形 ; ;车 tga 十 
| tgaz 十 tga 天 tgmtgatgos，, 则 三 角形 为 钝 角 三 角形 ， 特别 又 有 
tga \tgaz 、tgas 两 个 相等 ,三 角形 为 等 腰 钝 角 三 角形 . | 

例 4 求 过 点 A(2,1) 且 与 直线 10;:2zx 十 y 一 10= 0 的 夹 角 


为 本 一 的 直线 ! 的 方程 . / 
“ 解 设 1 的 斜率 为 &， 由 已 知 名 的 科举 和 == 一 2， 根据 14 


的 夹 角 为 二 
2 ki2 


| 是 否 为 零 来 判断 ,为 零 则 共 点 ;不 为 零 


1—2kl ‘8 才 1 =! 
.二 2 / 
1 一 路 一 十] 


解 之 ,得 4=3 或 有 = 一 上 
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由 点 余 式 方程 得 : 的 方程 为 

y 一 1 二 3(x 一 2) 或 ?一 1 一 一 末代 一 2 

即 3zx 一 y 一 5= 0 或 z 十 3y 一 -5=0. | 

例 5 已 知 直线 !:z 一 y 十 1=0, 求 点 4(2， 4) 关 于 直线 
的 对 称 点 A 

解法 一 设 有 4 的 保 标 为 (x ， y). 因 为 /为 44 的 垂直 平 
分 线 ， 说 有 4A 的 中 点 (* 二 2， "在 1 上 ,而 的 负 率 4 


2 二 与 ! 的 斜率 k 一 1 为 负 倒数 ,于 是 可 得 方程 组 . 


ir 


六 十 2 y++4 _ 0 
2 2 | 
解 之 ,得 和 一 3,y 二 3 
> 一 4 4 -1 


工 一 2 
所 以 ,要 求 的 对 称 点 是 A (3,3). 
解法 二 设 4 的 坐标 为 (x ,y) ,由 题 设 44 等 于 叉 到 直 
线 ! 距离 的 一 - 倍 ， 县 4， 4 对 直线 / 的 离 差 符号 相反 ,于 是 可 得 
方程 组 


2 一 4 十 ] 
2 1 
(2z 一 2) 十 (CCy 一 4 三 /3 
|z— y 十 1 2 一 4 十 1 
一 W 2 V2 


解 之 ,得 x = 二 3,y 二 3 

“要求 的 对 称 点 是 A (3,3). : 

解法 三 过 4(2,4) 而 垂直 于 直线 /:z 一 ?二 1 一 的 直线 
方程 是 了 十 y 一 6 一 0. 


Es 一 y 十 1 一 有 下 5 
解 方 程 组 y= 得 /与 直线 44 的 交点 O02， 
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三) ;此 点 为 44 的 中 点 . 设 4 Cr,y), 则 z= 二 2X >—2=—3 > 


2X 坟 一 4 二 3. 所 以 ,要 求 的 对 称 点 是 A' (3,3). 


评注 求 4 关于 直线 2 的 对 称 点 4 的 方法 有 多 种 ,但 它 
们 都 是 紧 紧 抓 住 一 个 基本 条 件 ,! 是 44 的 垂直 平分 线 ,由 此 
导出 不 同 的 等 价 条 件 , 就 使 得 分 析 的 途径 不 一 ,得 出 不 同 的 解法 . 
例 6 已 知 二 直线 ;x 十 my 十 6 二 0 和 如; (xm 一 2)zX 十 3y 
+2m 二 0. 当 m 为何 值 时 ,2 与 /,(1) 平 行 ;(2) 重 合 ; 3) 垂直; 
(4) 相 交 但 不 垂直 . 
解 ”(1) 要 二 直线 平行 ,应 有 
mm - 2 
即 当 mm 二 一 1 时 ,二 直线 匀 Ni. 
(2) 要 二 直线 重合 ,应 有 
] 72 6 ， 


7? 6 ， 四 
了 天 5 得 由 二 一 1 


即 当 m=3 时 ,二 直线 tis\t2 惠 合 . 
(3) 要 二 直线 和 垩 直 , 应 有 


1 X lm 一 2) 十 3m 一 0, 得 太一 


(4) 当 m 隆 一 1,m 闫 广 , 且 mn 关 3 时 ,二 直线 41.1; 相交 而 
不 垂直 四 


习 题 1.4 


1. 求 二 直线 y= 二 mz 十 7 与 y= 二 mx 十! 间 的 距离 . 
2. 在 直线 z 一 y 十 1 一 0 上 求 一 点 已 ,使 它 到 二 直线 2r 十 > 一 1 一 0 与 
3z 一 y 十 2=0 的 距离 平方 和 为 最 小 ， 
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3. 判断 下 列 每 组 直线 是 六 直 生生 起 ,重合 ,相交 而 不 算 直 . 如 果 相 
交 , 求 出 交点 ,如 果 平 行 、 平行 中 内 : 

CD3z 十 2y 一 1 一 0, 六 十 y 十 7 一 0 

(2)mxz 十 ?一 5 一 一 1 一 0， 

(3)7 一 3y 一 3 一 0.8y 一 一 37 十 3; 

CDz 一 3 十 1 一 0.87 一 24y 十 2 一 0， 

4， 求 与 直线 1 十 My 十 户 一 0(0o 十 姓 兴 0) 平 行 且 与 4 的 距离 为 dd 
的 直线 方程 . 

5. 已 知 直线 /， 37 一 2y 十 1 一 0 本 mr 十 1 一 0 平行 。 而 了 十 md 
一 n 二 0 和 惟 直 . 求 m、n. 

6. 等 腊 三 角形 一 膝 所 在 的 二 线 4 方程 是 x 十 y 一 二 0， 底 边 所 在 直 
线 4 的 方程 是 y 十 6 二 0, 点 (0, 一 1) 在 男 一 腰 上 . 求 这 腰 所 在 直线 4 的 
方程 . 


391.5 直线 束 


一 .基本 内 容 
直线 一 般 需 要 两 个 独立 条 件 才 能 确定 ,但 是 在 实际 中 有 
时 需要 讨论 过 一 个 定点 ,或 平行 于 某 条 直线 ,或 满足 其 它 杀 件 
的 所 有 直线 ,这 样 其 有 一 个 共同 性 质 的 直线 全 体 叫 做 直线 束 ， 
它们 的 方程 叫做 直线 束 的 方程 ， 直线 束 方程 一 般 含 有 一 个 参数 . 
1. 中 心 直 线 来 
平面 上 通过 一 个 国定 点 的 直线 全 体 , 叫 做 中 ， ,直线 束 ， 回 
定点 叫做 直线 束 的 中 心 . 
已 知 二 直线 Alx 十 Biy 十 二 0 和 4:z 十 上 yy 十 CC 一 0, 则 
过 此 二 直线 交点 的 直线 束 方程 是 : 
hd4iz 十 By 二 + 二 Ar 二 Gy 二 4) 一 0 
(1. 5 一 1) 
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lh mh -st Ht ht P 


其 中 , 心 \ 4 不 同时 为 零 . 

2, 平行 直线 来 

平面 上 有 固定 方 问 的 直线 全 体 ,叫做 平行 直线 束 ,固定 方 
向 叫 做 直线 束 的 方 问 . 

平面 上 和 直线 4z 十 By 十 C=0 方向 相同 的 平行 直线 的 
方程 是 


4z 十 By 十 1 一 0 (1.5 一 2) 
其 中 4 为 参数 . 
还 有 其 和 形式 的 直线 束 ， 这 时 主要 讨论 这 两 种 形式 
二 常用 方法 及 应 用 举例 
例 1 已 知 三 直线 4: Az+ BytC=0,i=1,2,3, 试 证 
明 它 们 共 点 的 充分 必要 条 件 是 
4，B，C 
A, B, C,!=0. (1.5-—3) 
A B, CC, / 


证 明 二 直线 7;Aizr 十 Biy 十 Ci 二 0 共 点 的 充分 必要 条 件 
是 存在 两 个 不 全 为 零 的 数 A hz ,使 

ACAIX+ By 二 Ci) 二 A (Ari By+C) = Arx By 
十 C: 一 0 

即 4 一 1 4 十 24 B; 一 DB 十 BC: 一 CI 二 ANC，， 


4，8，C， 
从 而 和 A, 心 ， L; 
4， 也 ，C， 
A, B, C, 
一 A, B, C, 一 0. 
A 十 A。 ABi 二 BAC,+ hCG, 


评注 本 例 的 结论 已 在 31.4 例 3 的 小 结 中 应 用 . 
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例 2 求 经 过 点 PC( 一 5.5) 的 直线 束 方程 . 

解 ”二 直线 xz 十 5 二 0 和 y 一 5 一 0 相交 寺 点 (一 5， 5) , 因 
此 ,过 点 已 (一 5,5) 的 直线 束 方 程 为 

AT 十 5) 十 必 人 yy 一 5) 一 0， 

即 ”Ax 十 Ny 十 5 十 (A 一 和 )= 二 0 

其 中 ,1 为 不 全 为 零 的 参数 . 

评注 一 般 讲 过 点 P(a,5b) 的 直线 束 方程 为 Nz 十 和 y 
一 (aA 十 bh,) 二 0,1 不 全 为 零 . 

例 3 求 斜率 为 k 的 直线 束 方程 . : 

解 ” 直 线 y= 二 kr, 即 y 一 kr 二 0 是 射 率 为 & 的 直线 ,因而 ， 
斜率 为 的 平行 直线 束 方程 为 y 一 kr 十 4 二 0, 其 中 4 为 参数 . 

评注 ”从 例 2 和 例 3 可 以 看 出 , 求 中 心 直 线 束 或 平行 直 
线束 方程 .可 选 两 条 或 一 条 符合 条 件 的 特定 直线 ,进而 写 出 直 
线束 的 一 般 方程 ， 

例 4 试 证 三 角形 三 内 角 平 分 线 相交 于 一 操 . 

分 析 ”首先 考虑 选 
择 适 当 的 坐标 系 ,由 角 平 
分 线 的 性 质 知 道 , 角 平分 
线 上 的 点 到 角 两 边 距 朗 
相等 ,有 反之 也 然 ,这 样 包 
涉及 到 角 平 分 线 上 的 
到 两 边 的 离 差 的 正 负 和 全 
的 问题 ,为 了 能 使 离 老 的 
符号 一 致 .从 而 便于 解 
题 , 这 时 应 把 坐标 原点 取 
在 三 角形 的 内 部 . 其 次 ， 
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要 证 明 三 内 角 平 分 线 相交 于 一 点 ,实际 上 只 要 证 明 三 内 和 角 平 
分 线 属于 一 中 心 直 线 束 ,或 利用 例 1 的 ; 振兴 ， 证 明 式 (1.5 一 3) 
成 立 均 可 . 

证 明 一 ” 取 三 角形 内 任 一 点 o 作 坐标 原 扣 . 如 图 11 8 建 
立 和 坐标 系 . 

设 三 角形 4BC 三 边 的 方程 为 : 

AB:Zzcosa 十 ySInai 一 由 一 和 

BC :rcosas 十 33Ina 一 所 一 0 

CA:Zzcosa; 二 ysinas3— ps=0 

由 角 平 分 线 上 点 到 两 边 距 离 相等 ,可 得 其 三 内 角 平 分 线 
方程 分 别 为 : 

fa.X(cosa 一 cogsm ) 十 y(sinw —sing)— (pi— ps)=0 

in:xKcosay 一 Cosa )+ ysina, —sina)— (ps—p1)=0 

1 ;CCcosas 一 cosa ) 十 Vsinas 一 Sinas ) — (p3— pi)=0 

ZK(cosa 一 Cosa) 十 ysinas 一 Sinaz) 一 《六 ;一 户 ? ) 

一 一 C(cosal 一 cosai)] 十 y(sinal 一 sinos) 一 《Pi 一 户 3) 

一 zfC(cosas 一 cosal ) 十 y(Csinaz 一 Sina) 一 (22 一 轧 

所 以 ,三 内 角 平 分 线 属 于 同一 中 心 直 线 束 ， 也 即 fc 过 ta、 
ts 的 交点 , 故 三 内 角 平 分 线 相 交 于 一 扣 : 

证 明 二 ” 同 证 法 一 ,得 

上 ;ZKcosal 一 Cosas ) 十 y(sinat 一 sinas) ~ (p1— p3)=0 

tg:XxcosQ— cosa)+ ysing 一 Sina ) ~ (ps— p1)=0 


tfc:xlcosas—cosas) y(sinas—sina) ~ (ps— p2)=0 


coswul 一 cosa sina—sinagy 一 (pi 一 户 :) 
cosa, 一 cosa sinas—sina 一 (ap 一 加 ) | 一 0 
| cosas 一 cosa sinas 一 sinaz ~— (ps—p:) 
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所 以 ,和 as 如 共 点 , 即 三 内 角 平 分 线 相 交 于 一 点 . 
例 5 若 2 一 3 一 1, 则 直线 束 wz 十 2 一 5 必 过 一 定点 . 


证 明 一 令 o 一 0, 则 6= 一 3 : 令 2 一 0, 则 oa 一 了 


得 P(10, 一 15) ,将 (10, 一 15) 代 入 wzr 二 by 一 5 的 左边 得 
lua 一 152 一 5(02a 一 30) 一 5 
即 直 线束 ar 十 by 二 5 过 定点 P(10, 一 15). 
证 明 二 、 设 24 一 36==1.24; 一 36, 二 1(al 关 a;), 解 方程 
组 
QI 十 By 一 5 2ai7 十 22y 一 10 
1 | 2as7 二 260,y 二 10 
(1 二 351)X 十 2b1y= 二 10 四 
则 032) 2 可 解 得 唯一 解 (10, 一 15) ,好 
直线 束 az 十 py 一 5 过 定点 (10, 一 15). 
即 直 线束 ax 十 by 二 5 过 定点 (10, 一 15). 
证 明 三 将 24 二 1 十 35 代入 az 十 by 一 5 得 
(1] 十 30)7 十 2by = 10， 
(3z 十 2y)8 十 (人 一 10) =0. 
3z 十 27 一 0 /r=10 
rz 一 10=0 “\y=—15 
即 直 线束 az 十 by 一 5 过 定点 (10 ,一 15) _ 
评注 ”要 证 明 一 直线 束 过 定点 ,一 般 可 用 以 下 三 种 方法 : 
方法 一 ” 取 两 条 特殊 直线 , 求 出 交点 (实际 上 就 是 定点 )， 
再 证 明 该 点 坐标 满足 直线 束 方程 ， 
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方法 二 取 任意 两 条 直线 ,证 明 这 两 条 任意 直线 交 于 一 


方法 三 ”将 直线 束 方程 变形 为 含 参 数 的 直线 束 方程 

(Aiz 二 Biy 十 C1) 十 KK(Asr 十 Bsy 十 C,)= 二 0, 再 证 明 方 程 组 
4z 十 五 y 二 CU 一 0 

(pg re 


有 唯一 解 . 

当然 ,还 可 用 观察 法 ,或 将 直线 束 方程 化 为 点 笠 式 (点 一 
定 而 斜率 含 人 参数) 证 之 . 
”” 例 6 求 将 平行 直线 东 y 二 2x+ 二 5 来 在 二 直线 2x 一 3y 
十 1 二 0 与 x 十 4y 一 5 二 0 加 的 线段 分 成 定 比 4=3 的 点 的 轨迹 


方程 . 
1 二 3 
_1-6 
Ei 六 
即 直 线束 y= 二 2r 十 b 与 直线 2x 一 3y 十 1 二 0 相交 于 动 点 
1 一 3 1 一 4 


4 一 一 一 了 ' 57) 


解 


y=2r+6 
| 得 


27 一 3y 十 1 一 0 


y 二 2X 十 b 一 9 
工 十 4y 一 5 一 和 10 二 5b 

9 
即 直 线 东 与 直线 z 十 4y 汪 5 一 0 相交 于 (二 40 ,ee). 


设 该 线段 AB 的 分 点 为 D(x,y)， 日记 3 风 
1 一 36 10 十 总 | 
ff 1 ~” 9 23~25 

加 ] 十 3 48 


| 
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__2 9 23 一 2 
> 1 十 3 一 24 
消去 参数 5b, 得 2x 一 25y 十 23 二 0, 这 就 是 分 4B 为 3: 1 
的 点 的 轨迹 方程 ,图 形 为 直线 . 


设 B4 的 分 点 为 (x,y); 且 ?二 3, 则 


‘57— 46 ] 一 36 
9 97 
] 一 了 144 
10 十 1 一 
0 
> ] 十 3 72 


消去 参数 4, 得 507x 一 97y 十 47 二 0, 这 就 是 分 BA 为 3: 1 
的 点 的 轨迹 方程 ,图 形 为 直线 . 

评注 ”本 例 是 先 求 轨迹 的 参数 方程 ,消去 参数 得 普通 方 
程 ,这 蚌 求 轨迹 方程 常用 的 方法 . 


习题 1.5 


1. 判断 下 列 每 组 中 的 三 条 直线 是 否 共 点 : 

(1D)27r 十 y 一 5 一 0 一 y 十 2 一 Or 十 v 一 4 一 0 

(2)7z 十 3y 一 6 一 0.37 十 y 一 2 一 0,r 十 v 一 1 一 0: 

(3)2z 十 3 十 7 一 0 ,4 十 6y 一 5.3y 一 一 了 《一 二 

2. 通过 两 直线 27 一 3y 十 5 二 0 和 .+ 一 4v 十 5=0 的 交点 引 直线 ,使 它 
与 直线 2x+ 一 3==0 的 来 角 为 45° 角 ， 

3. 求 垂直 于 直线 2x 一 3y 十 5 二 0 且 通 过 点 (3,0) 的 直线 方程 。， 
4， 设 直线 y 二 mr 十 3 过 直线 2r 一 y 十 1 一 0 和 和 直线 y= 二 x 十 5 的 交 

5. 求证 不 论 & 为 何 值 .直线 (2 一 1 一 性 十 3)v 一 必 一 1t) 一 0 恒通 
过 一 个 定点 ,并 求 出 这 一 定点 的 侍 标 ， 
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第 2 章 “参数 方程 


参数 方程 ,是 解析 几何 中 内 容 非常 丰富 、 应 用 非常 广泛 . 
方法 最 富有 变化 的 部 分 . 关于 适当 选择 、 引 进 参数 以 及 利用 参 
数 方程 解 题 的 数学 方法 ,不 仅 在 解决 实际 问题 时 常常 用 到 ,而 
且 为 微 积分 .微分 几何 .力学 .物理 学 ,特别 是 为 研究 曲线 性 质 
和 解决 一 些 比较 复杂 的 解析 几何 问题 提供 了 一 个 有 利 的 工 
具 , 虽然 在 中 学 数学 课程 的 内 容 中 就 有 “参数 方程 ”, 但 由 于 孝 
学 时 间 等 的 限制 ,这 部 分 内 容 只 作 了 一 个 很 简单 的 介绍 ,本 章 
将 对 此 作 进一步 的 补充 、 提 高 和 深化 ， 

本 章 首先 介绍 有 关 参 数 方程 的 基本 知识 ,再 围绕 着 “由 曲 
线 求 方程 "讨论 如 何 建立 动 点 轨迹 的 参数 方程 ,并 得 出 直线 与 
二 次 曲线 的 参数 方程 ,进而 系统 地 讨论 参数 方程 的 应 用 ,最 后 
围绕 着 “由 方程 求 曲线 ”, 在 阐述 了 “怎样 讨论 参数 方程 "这 一 
间 题 之 后 ,给 出 了 描绘 参数 方程 图 形 的 一 般 方 法 ,重点 是 参数 
方程 的 概念 与 参数 法 思想 和 各 种 技巧 


$2.1 曲线 的 参数 方程 
一 .基本 概念 


下 主要 人 组 参数 含有 参数 的 方程 ,曲线 的 参数 方程 等 
概念 


2 


1. 参数 

考察 下 面 实例 ， 

例 1 一 水 池 有 一 进 水 管 ,a 小 时 可 以 把 空地 注 满 (a> 
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0); 池 底 有 一 出 水 管 ,3 小 时 可 记 把 满 地 的 水 放 完 . 如 果 同 时 
打开 进 水 管 和 出 水 管 ,那么 多 少 小 时 可 以 把 空 池 注 满 . 

” 解 设 z 小 时 可 把 空 池 注 满 ， 那么 这 时 进 水 管 注 入 的 水 
量 是 全 池 的 二 ' 出 水 管 放出 的 水 量 是 全 池 的 翅 , 故 得 二 一 二 
一 1 即 (二 一 二 )x 一 1 

(1) 当 a=3 时 ,方程 无 解 , 从 而 本 题 无 解 . 即 说 明 进 出 
水 管 流量 相等 ,这 时 进出 抵消 ,永远 不 能 把 空 池 注 满 

(2) 当 a 关 3 时 ， 方程 有 唯一 解 :x 二 <- 此 时 ,( 1 7) 如 
果 a<3, 则 一 0， 解答 符合 题 意 ;(E ) 如 果 4a 这 3, 则 X<0， 解 
答 不 合 题 意 ,本 题 无 解 ， 即 入 不 数 出 ,永远 不 能 把 空 池 注 满 . 

评注 “在 本 例 中 主要 变数 是 未 知 时 间 .r, 但 问题 中 有 一 
个 不 定 的 变数 a, 而 问题 的 解答 与 4 帘 四 相关 像 这 种 不 是 主 
要 变数 且 可 以 变化 的 数 ,就 是 参数 . z : 

例 2 求证 : 圆 的 内 接 和 矩形 中 . 正 
方形 的 面积 最 大 . : 

解 ” 设 和 矩形 的 长 为 a, 宽 为 5, 茹 
的 半径 为 R, 则 和 矩形 面积 为 $==ab. 如 
图 2 一 1, 引 进 一 个 辅助 变数 a, 则 有 

2 一 2Kcosa 
5 一 2Rsina 

代入 9 一 ap, 得 

S=4R’sinacosa= 2R’sin2¢ | 

此 显然 当 2a 二 90°* 即 a 二 45* 时 ,面积 S 有 最 大 值 2R* ,这 
时 a=0, 即 该 矩形 亦 为 正方 形 . 
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、 S=ab 、 

评注 本 例如 果 根 据 pidRz 化 为 S=a 
VY4R? 一 ai, 则 该 极 值 问题 若 用 初等 方法 求 这 个 函数 的 极 值 是 
比较 困难 的 . 而 上 述 的 解法 由 于 引入 辅助 变数 a, 沟 通 了 变量 
a,b 和 定量 RR 之 间 的 联系 ,从 而 起 到 了 化 难为 易 的 作用 . 这 里 
的 也 是 参数 . 

由 以 上 两 例 不 难看 出 ,参数 是 一 种 变数 ,一 种 辅助 变数 ， 
它 虽 不 是 问题 的 主要 对 和 象 , 却 涉及 着 主要 对 和 象 的 根本 性 质 , 它 
是 由 于 解决 问题 的 需要 而 引进 的 ,参与 了 解决 问题 的 论证 或 
计算 过 程 ,起 着 一 个 桥梁 作用 ,到 问题 解决 之 时 , 它 也 就 被 消 
去 了 . 所 以 ,一般 地 讲 ,参数 就 是 在 研究 问题 的 过 程 中 引进 的 
一 个 变数 . 在 数学 里 ,把 主要 变数 以 外 的 可 以 变化 的 数 叫 做 参 
变数 ,简称 参数 ( “参数 "的 英文 词 是 parameter ,其 中 “para” 有 
“ 旁 、 辅 助 ?> 等 意 ,而 meter 有 “计量 ”之 意 , 按 此 词 的 结构 可 直 
坪 为 "从 浓 参 与 的 辅助 量 ”)， 

2. 含有 参数 的 万 程 


”该 名 词 可 以 顾名思义 . 
例 3 (1)y=kzr 十 3 (2. 1—1) 
(2)7X 二 y= 二 rr (r>0) (2. 1—2) 


评注 在 上 述 两 个 方程 中 r 均 为 参数 ,因此 它们 部 是 
含有 参数 的 方程 . 显然 ,由 于 在 式 (2. 1 一 1) 中 给 参数 & 以 不 同 
的 数值 , 式 42,1 一 1 所 代表 的 直线 的 倾 糙 角 即 随 之 而 发 生变 
化 ,但 所 有 直线 都 通过 同一 点 (0,3), 故 式 (2. 1 一 1 代表 中 心 
直线 系 ; 同 理 , 式 (2. 1 一 2) 表 示 以 原点 为 图 心 、 7 为 半径 的 同 
心 圆 系 . 

所 以 ,含有 参数 的 方程 在 几何 上 表示 一 艇 曲线 (或 直线 )， 
其 中 的 曲线 随 参 数 的 取 值 不 同 而 变动 . 故 含有 参数 的 方程 也 
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叫做 曲线 系 的 方程 . 

3. 曲线 的 参数 方程 

例 4 以 初速 VV,, 仰 角 (0 
a 二 90”) 发 竺 一 发 烟 弹 (不 让 
空气 阻力 ), 求 炮弹 的 运动 轨 访 
方程 ,并 指出 运动 轨迹 是 怎样 ;:] 
曲线 。 

解 ” 如 图 2- 2, 以 发 射 点 
为 坐标 原点 0o; 过 0o 的 水 平 直 线 
为 工 轴 建 立 直 和 角 坐 标 系 . 由 力学 知识 ,可 把 初速 V 分 解 为 水 
平分 速度 和 和 铅 直 分 速度 . 由 于 位 移 在 水 平方 向 的 分 量 为 匀速 
运动 ,而 在 铅 直方 向 的 分 量 为 匀速 上 升 和 自由 落体 运动 的 合 
成 ,于 是 在 某 一 时 刻 1, 炮 弹 了 的 坐标 为 


(T= oM = oo .cosa = Votecosa 


y= MP = MQ — PQ= Vsine — -gr 


(0 雪上 过 了 .为 参数 ) (2. 1 一 3》 


其 中 是 发 射 炮 弹 落 地 的 时 间 . 在 时 间 : 的 允许 值 范围 [0， 
7 里 的 每 一 个 确定 的 值 * 和 曲线 上 唯一 的 一 个 点 相互 对 
应 , 故 式 (2. 1 一 3) 就 是 炮弹 轨迹 的 参数 方程 . 从 中 消去 +, 便 
得 

?一 ztga 一 十 OZ (OrSVTcosa) (2.1—4) 

此 即 炮 弹 轨 迹 的 普通 方程 .显然 它 表 示 抛 物 线 的 一 部 分 . 

评注 分 析 上 例 容易 发 现 , 雹 弹 运 动 轨迹 上 任意 一 点 的 

坐标 (zx,y) 都 可 由 菜 1 信和 通过 方程 (2. 1--3) 得 到 . 反之 ,对 于 

每 一 个 1 值 (0 所 1 志 7'). 由 方程 (2. 1 一 3) 所 确定 的 x、y 为 坐标 

的 点 ,就 是 炮弹 在 时 刻 上 所 处 的 位 署 . 这 与 中 学 数学 里 曲线 的 
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普通 方程 定义 相 类 似 . 

于 是 得 到 曲线 的 参数 方程 定义 . 

定义 2.1.1 设 有 曲线 荆 及 方程 

T= Dt) 
y= Wz) 

如 果 (i 曲 线 上 任何 一 点 PCz,y) 可 由 某 一 上 值 通 过 式 
(2.1 一 5) 给 出 ;ii) 对 于 上 的 每 一 个 允许 值 , 由 式 (2. 1 一 5)7 确 
定 的 zy 为 坐标 的 点 P(x,y) 都 在 曲线 上 . 

则 称 式 (2. 1 一 5) 为 曲线 的 参数 方程 ,+ 称 为 参 变量 或 
参数 ,而 曲线 厂 则 称 为 方程 (2. 1 一 5) 式 的 图 形 . 

评注 ”在 具体 问题 中 ,参数 方程 中 的 参数 常常 有 具体 意 
义 , 例 4 中 : 是 具有 物理 意义 的 时 间 . 在 下 例 中 将 说 明 参 数 也 
可 能 具有 几何 意义 ,当然 参 
数 并 不 是 必须 具有 对 种 实际 
意义 ， 

例 5 一 个 半径 为 ”的 
定 圆 , 沿 一 直线 滚动 , 求 圆周 
上 一 定点 了 的 轨迹 方程. 
: 解 ” 如 图 2 一 3, 取 已 知 。M 4 
直线 作为 zx 轴 , 圆 上 定点 卫 国 2 3 
滚 到 和 直线 接触 时 直线 上 的 那 一 点 o 作为 原点 建立 直角 坐标 
系 . 显然 ,P 点 的 位 置 和 半径 7 以 及 张 角 和 公 ACP 二 a 有 关 , 故 
用 a 作为 参数 . 这 时 , 若 作 PQ//z 轴 , 则 有 

MP=AQ= AC—QC=r—rcosa 

OA 一 0o4 一 型 4 一 "4 一 PQ=oA—rsina 

0A 一 弧 PA, 而 PA=ar 


(2. 1 一 5) 
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, {x=oM=ar—rsina (a 为 参数 ) 
“|y=MP= 六 一 FrCOSGQ 
上 式 即 为 参数 方程 ， 这 曲线 在 数学 上 称 为 摆 线 ， 又 叫 旋 轮 
线 . 它 的 形成 正如 一 个 骑 自 行车 的 人 ,滚动 的 车 轮 偶然 从 地 面 
上 粘 起 一 张 糖 纸 , 当 车 轮 继续 向 前 时 ,这 张 糖 纸 就 在 空中 画 出 
了 一 杀 捍 线 , 车 轮 每 旋转 一 周 , 糖 纸 就 画 出 摆 线 的 一 拱 . 
评注 ”该 例如 果 不 用 参数 去 建立 其 轨迹 方程 是 很 难 的 ， 
( 例 4 也 是 这 样 ) 而 在 某 些 类 型 的 参数 方程 建立 起 来 之 后 ,不 
仅 对 于 以 后 研究 曲线 的 性 质 有 益 ,而 且 还 可 用 来 解决 许多 本 
来 不 好 解决 的 物理 与 数学 问题 (参见 8 2.3)， 
据 定 义 2. 1. 1 以 及 对 两 例 的 分 析 知 ,所 硼 曲 线 的 参数 广 
应 包括 两 层 意义 : 
G) 这 条 曲线 下 上 的 点 都 可 以 由 方程 (2. 1 5) 来 确定 ; 
(i) 该 方程 (2. 1 一 5) 所 确定 的 点 部 在 这 条 曲线 卫 上 . 
评注 1* 动 点 的 轨迹 与 它 的 图 形 ( 曲 形 ) 及 其 方程 (包括 
普通 、 参 数 方程 ) 可 以 看 成 是 一 回 事 . 如 果 说 曲线 以 及 动 点 的 
运动 的 几何 规律 仅仅 是 这 种 运动 的 几何 特征 ,方程 只 不 过 是 
这 种 运动 的 代数 特征 而 已 . 直角 坐标 系 的 建立 使 得 曲线 工 的 
图 形 与 它 的 方程 (2. 1 一 5) 式 这 两 种 特征 有 机 的 融合 为 一 体 ， 
如 果 用 集合 观点 来 看 , 易 知 构成 这 条 曲线 厂 的 点 集 与 方程 
(2.1 一 5) 的 解析 确定 的 点 集 是 同一 集 
”2* 定义 2. 1.1 并 不 是 曲线 参数 方程 的 唯一 定义 ;由 中 学 
几何 中 的 原 命题 与 其 逆 命 题 同 真 同 伪 的 原理 , 令 将 定义 2.1.1 
中 的 条 件 人 与 4i) 的 其 中 一 个 或 两 个 用 相应 的 道 否 命题 来 代 
蔡 ,就 可 以 得 出 其 他 的 三 个 等 效 的 定义 ,它们 的 组 成 形式 分 别 
为 : 
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本 CU 
(1D) 的 逆 否 ; (1); (的 过 丁 

今后 将 根据 研究 问题 的 方便 而 采用 其 中 的 一 

值得 一 提 的 是 ,>= /Kxz) 实 际 上 可 以 看 作 是 一 -和 
参数 方程 ,这 只 要 令 工 = 就 有 
Ny 一 上 

= f(t) . 

由 此 可 见 参 数 方 程 的 概念 比 形 如 y=/(z) 的 普通 方程 更 . 
为 一 般 ,因此 ,应 用 范围 也 更 宽广 ,很 多 学 科 ( 如 微分 几何 、 代 
数 几 何 、 力 学 等 ) 所 研究 的 曲线 都 采用 参数 方程 的 表达 形式 . 

二 参数 方程 与 普通 方程 的 互 化 及 互 化 常用 方法 

“如 前 所 述 , 间 一 条 曲线 往往 既 可 用 普通 方程 ,也 可 以 用 参 
数 方程 来 表达 它 上 面 的 点 的 流动 坐标 之 间 的 关系 . 由 于 解 题 
的 需要 不 同 , 有 时 利用 曲线 的 参数 方程 较为 方便 ,有 时 则 利用 
曲线 的 普通 方程 更 方便 . 它们 两 者 的 关系 如 何 ?既然 它们 都 是 
同一 条 曲线 的 不 同 代数 形式 之 特征 反映 ,这 种 密切 关系 ,从 理 
论 上 来 说 就 是 它们 可 以 相互 转化 . 

在 例 4 中 , 曾 把 参数 方程 化 为 普通 方程 ,当时 只 是 形式 地 
从 参数 方程 中 消去 参 变量 而 求 得 轨迹 的 . 这 样 做 ,虽然 在 很 多 
情况 下 是 可 行 的 ,但 是 由 于 事先 没有 建立 方程 等 价 的 明确 概 
含 ,因此 有 些 问 题 就 得 不 到 确定 的 答案 . 例如 ,对 于 参数 方程 

人 
y=— VY 

如 果 仅 仅 从 形式 上 消去 方程 中 的 参数 1, 于 是 就 可 能 得 
到 方程 y= 一 + 或 y==x?,y’ 一 一 zx’ 等 等 ,其 中 究竟 哪 一 个 基 
所 求 的 方程 呢 ? 这 就 有 必要 建立 以 下 概念. 
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定义 2.1.2 设 曲 线 忆 有 参数 方程 62. 1 一 5) 式 和 普通 方 
程 
FF(r,y)=0 (2.1—6) 

如 果 对 于 每 个 上 的 允许 值 ,由 方程 (2.1 一 5) 所 确定 的 (z， 
y) 都 满足 方程 (2, 1--6) ,并 且 满 足 式 (2.1 一 6) 的 每 一 对 (xz， 
y) 都 可 以 由 某 一 z 值 能 由 式 (2. 1 -5) 得 出 , 则 称 式 (2. 1 一 6) 
为 式 (2. 1 一 5) 的 普通 方程 ,又 称 (2.1 5) 为 (2. 1 一 6) 的 参数 
方程 ,并 称 (2. 1 一 5) 与 (2. 1 一 6) 是 等 价 的 . 

评注 这 一 定义 明确 了 参数 方程 与 普通 方程 的 互 化 是 指 
等 价 互 化 ,实质 上 就 是 把 曲线 古 的 一 种 解析 表示 式 化 为 男 一 
种 解析 表达 式 , 同 时 注意 它们 的 等 价 性 (或 者 说 同 解 性 ). 


一 YE 
因此 ,人 的 普通 方程 显然 应 为 ?二 一 T7>0) 
yy 一 一 Vt 

1. 化 参数 方程 为 普通 万 程 

设 有 参数 方程 
j= = DU) 

~ (2. 1 一 5) 

(y= VU) 


通常 采 用: ‘消去 法 ”来 化 式 (2: 1 一 5) 为 普通 方程 ,其 一 般 

DMR 1 一 5) 中 消去 参 变量 1, 求 得 关于 zx、y 的 直角 
坐标 方程 F(x,y) 二 0 : z 

避 验 证 方程 式 (2,1---5) 与 F(x,y) 二 0 的 等 价 性 ( 按 定 义 
2. 1. 2). 

消去 1 的 方法 通常 多 种 多 样 , 以 下 介绍 代入 消 参 法 ,平方 
裔 参 法 乘除 消 参 法 ,以 及 利用 三 角 、 代 数 和 恒等式 进 人行 加 减 衣 
参 的 其 它 方 法 . 

(1) 代 入 消 参 法 :在 一 个 方程 中 解 出 关于 参数 的 表达 式 ， 
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i hp re rh 


代入 另 一 方程 即 可 消去 参数 
例 6 把 下 列 曲 线 的 参数 方程 化 为 普通 方程 . 


X=Votcosa 

(1) 《0 雪上 委 了 ) 
本 一 usina 一 本 84 人 

T=—2t—!]1 
( | ( 为 参数 ) 

y 二 4t 十 3t 一 1 为 
解 〈1) 从 第 一 式 得 :二 坟 a0sa* 代入 第 二 式 得 
Vosina 1 g 
» Vocosa” 23 7 ”2Vicosia” tg 
(OTRV oT cosa) 


(2) 由 z=21 一 1 得 :一 二 并 代入 第 二 式 ,得 ?一 (zx 
十 1 十 广 (z 十 D) 一 1 一 妇 十 六 z 十 六 
评注 
1° 一 般 较 简单 的 参数 方程 多 可 采用 代入 法 消去 参数 ， 
2” 这 两 题 的 验证 步 又 是 因为 这 里 的 代入 手续 显然 保证 
了 z 与 y 的 同 解 性 , 故 省 略 . 
(2) 平 方 消 参 法 : 符 参 数 方程 中 含有 革 些 三 角 画 数 式 或 一 
些 特 殊 的 代数 式 ,这 时 可 考虑 平方 消 参 法 . 此 法 常 利 用 的 关系 
有 
sin20 十 cos26 一 1, sec2b0 一 tg28 一 1,cscsg 一 ctg20 一 1， 


2 
Cy) -1 及 (ce 十 及 :一 (ae 一 六 :一 4a8 等 


例 7 化 下 列 参数 方程 为 普通 方程 


r=asect 
(1) ybtgl (4 为 参数 ) 


( 
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T= (tt ) : 
(2) , : ; (其 中 4 为 参数 ,a 关 0,6 半 0)- 
y= 7 ) 
解 (1) 由 原 方程 得 
芝 = sect 
a 
< 


两 式 平方 相 减 得 五 -点 一 1 
(2) 因 为 a 关 0,6 关 0, 故 原 方 程 可 化 为 


| 红 一 十 L 
/9 ! 
2 
ib t 
= 十 2 十 让 (1) 
由 此 得 | 
2 2 
2 (2) 
(1) 一 (2), 得 普通 方程 
一 (3) 


Ci bp: a 
验证 等 价 性 ;上 述 的 推导 已 说 明了 定义 2.1.2 的 第 一 点 ， 


以 下 只 需 品 明 反 过 来 的 事 即 第 二 点 即 可 . 
事实 上 , 设 (xi,y) 为 方程 (3) 的 任意 一 组 解 , 即 有 


2 2 
Ty |] (4) 


a pb 


dr 4y’ : 
二 4 或 7 p=l1 


由 z 二 (1 十 况 ) 之 a ,因此 总 可 设 
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一 人 (十 元 ) (天 0) 9 
将 式 (5) 代 入 式 (4), 得 
、 2 
4 /2 十 二 
ZL 1 _ 1 = Li 一 ] 二 三 
bp’ a CQ 4 
一 一 Li 
z 2 
得 Wt | (6) 
其 实 对 于 “一 一 分 @ 一 世 ) 只 要 令 6 一 亏 , 即 得 
6 1、 bl1_ 了 
yy1 一 了 人 一 t, 一 ) 2 to) ot 广 ] 


同时 ,一 二 代入 (5) ,得 
1 


A -ar 工 
志和 7 人 十 到 ) 一 7 (ts 
这 就 充分 表明 zi 与 yi 都 可 表示 为 ; 


a La 1 
一 (十 二) TT 二 ph 二 
1 一 (ta 一 1) 31 一 人 于 


1, 

评注 例 7(1) 的 验证 可 以 仿 题 (2) 进 行 ,限于 篇 幅 这 里 

省 略 . 并 声明 在 以 后 的 例题 中 除 特 殊 情 况 外 一 般 均 省 略 验证 
步骤 ， 

(3) 乘 除 消 参 法 :利用 &， 二 一 1(k 天 0)， tg0，ctg0 二 1 或 


二 式 相 际 约 简 后 再 使 用 代入 法 , 即 可 消去 参数 . 


zsin2g0 -Hcos20=1 


例 8 消去 | ,2g_cos29_1 中 的 参数 0, 化 为 普通 方 
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解 ”由 第 一 式 可 得 
] 一 COSs21 
sin21 


一 一 tgO 


由 第 二 式 可 得 

y=— 0 一 ctgb 二 式 相 隧 ,得 ry 二 1 

评注 - 消 参 法 的 几 点 说 明 ， 

1" 上 面 介 绍 的 几 种 消 参 法 并 不 指 一 切 参 数 方程 部 有 有 具 
体 办 法 消去 参数 ,当然 这 并 不 是 说 理论 上 不 可 能 ,而 是 事实 上 
至 今 还 没有 一 个 一 般 的 方法 来 消去 参数 ,例如 参数 方程 


{二 二 tgr 


(1 为 参数 ) 
z (y=z 十 sint 
目前 尚 无 妥当 的 方法 来 消去 参数 ， 


2 参数 方程 和 消去 参数 后 的 普通 方程 是 否 等 价 ? 或 者 
说 ,它们 是 否 代表 同一 曲线 ?这 是 不 容 忽视 的 ,否则 将 导致 角 
管 的 错误 

例 9 ”化 参数 方程 


l1—2z° 
+ 二 
] 2 
” (t 为 参数 ) : (1) 
了 一 
为 普通 方程 . 
解 ” 因 为 x 十 y OF ) HG 一 1 


故 所 求 的 普通 方程 x* 十 y*== 
评注 这 蜂 (1) 与 (并 不 等 人 .因为 (2) 代 表 的 册 线 是 单 
位 圆 ,而 (1) 所 代表 的 曲线 是 单位 圆 上 去 掉 ( 一 1.0) 点 的 所 有 
点 .事实 上 ,由 (1)7 可 知 
44 


一 1 一 上 2 一 人 1 十 上 7 2 
1 十 万 1 十 帮工 十 上 
所 以 (1) 的 普通 方程 应 为 


ry 一 1(Cz 天 一 1) 


一 ,显然 XZ 一 1 


四 
例 10 将 参数 方程 z (1) 
化 为 普通 方程 . 
解 “二 zz 十 3 
(1) 的 普通 方程 为 y= 二 (zx 二 3) 一 4 (2) 


评注 ”从 取 值 范围 看 ,C2) 中 可 以 是 一 切实 数 ,而 (1) 中 尺 
之 一 3. 从 图 形 来 看 ,(1) 的 图 形 是 抛物 线 的 一 部 分 ,而 (2) 的 图 
形 则 是 一 条 殷 物 线 .因此 (1) 的 普通 方程 应 为 

yy 三 (7 十 3)? 一 4 (z+ 之 一 3) 
2. 化 普通 方程 为 参数 方程 
设 曲 线 古 的 普通 方程 
F(x,y)=0 (2. 1—6) 
通常 化 (2. 1 一 6) 式 为 参数 方程 (2. 1 一 5) 式 有 两 种 方法 ,以 下 
分 别 介绍 . 
(1) 直 接 代 入 法 
步 又 如 下 ， 
“iD 选取 适当 的 变量 上 作为 参数 ,把 <( 或 y) 表 为 上 :的 函 
数 . 
TT 一 DD 或 y= VC) 
(这 种 假设 应 使 函数 BC) (或 严 (2 能 取 记 方程 (2. 1 一 6) 式 中 
X( 或 y) 的 所 有 允许 值 ). | 

(ii 把 (1) 式 代入 式 (2. 1 一 6) ,并 从 方程 FL[@() yj 一 0 
中 解 出 y== 亚 性) (或 从 方程 Ffz, 丈 4) =0 中 解 出 x 二 8@())， 
于 是 得 到 方程 
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Es = 中 (1 ) (2) 
\y — V(t) . 

(iii) 验 证 方程 (2) 与 式 (2. 1 一 6) 的 等 价 性 

如 果 方 程 y= 二 多 4) 与 方程 FLG(C yi =0 同 解 (或 方程 x 
= 四 (t) 与 方程 [x,W(t)]=0 同 解 ); 则 立即 断定 (2) 就 是 
(2. 1 一 0) 的 参数 方程 ,不 需要 进行 验证 . 否则 应 按 定 义 2.1.1 
来 验证 ， 

例 11 求 酉 圆 到 十 世 
二 1 的 参数 方程 . 

解 见 图 2--4. 以 a 人 
半径 作 辅 助 圆 , 设 PCr, vi 
为 椭圆 上 任意 一 点 ,过 语 : 
Z 轴 的 王 线 交 圆 于 点 4. 下 
离心 角 一 zoM 二 9 为 参数 ， 
于 是 


i 


z= A080 (0<0Lon) ‘a ~- 1 
(1) 
将 (1) 代 入 原 方程 ,得 
os + _ 1] 
由 此 得 
六 一 有 (一 cos20) = Vsin'd (2) 


由 于 点 卫 与 它 的 离心 角 位 于 同一 象限 ,因此 了 的 纵 坐 标 y 与 
sing 的 符号 一 致 , 故 

y 一 .psing (3) 
与 (2) 同 解 ,由 此 可 知 椭圆 的 参数 方程 为 


46 


[z == acost 


(0 有 委 0 二 27) (4) 
ly = bsinb . 

因 | 与 方程 (4) 的 图 形 是 一 致 的 ， 疏通 常 取消 0<<4 
元 一 CCOSO 

一 2x 的 限制 ， 以 人 作为 棋 圆 把 十 芒 一 1 的 参数 方程 ) 


直接 代入 法 凡 关 键 在 于 如 何 适当 的 计 取 基数， 通常 选取 
参数 的 方法 在 如 下 四 种 ， 

(iD 利用 几何 图 形 ， 选取 适当 的 参数 (如 : 角 、 斜率 、 跌 长 

等 ). 

: 比如 ， 例 11 中 的 8 还 可 参见 》2.2 中 国 、 直线 、 椭圆 、 双 
曲线 、 她 物 线 等 的 参数 方程 建立 时 参数 的 选择 )， 

Ci) 将 已 知 方程 适当 变形 ,以 便 选 取 适 当 的 参数 和 函数 

例 12 将 抛物 线 方程 y= 二 2pz 化 为 参数 方程 . 

解 将 方程 y: 二 2px 变形 ,得 


之 了 
y 2p 
公 荆 一 了 一 4 
T= 2pt" 
(it 为 参数 ) 
2pt 


评注 ”对 于 类 似 于 y=2pz 这 样 的 等 积 式 , 一 般 可 作 比 
例 式 变形 . 

(iii) 利 用 恒等式 (特别 是 三 角 恒 等 式 ) 来 选取 适当 的 参 
数 . : 
例 13 化 双 曲 线 方程 zy==a? 成 参数 方程 . 


解 利用 三 角 恒 等 式 tg0 ctg0=1(0# ,hE Z) 
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设 Z 一 atg0, 可 得 参数 方程 

(X=atgt 

(y=actg6 
其 中 9 为 参数 . 

评注 这 里 9 的 选取 应 要 求 与 +、y 允许 值 即 非 零 的 一 切 
实数 相 一 致 ;比如 本 题 就 不 能 用 恒等式 sin9 ， csc0 二 1 ,因为 
zj=lesingl 委 le|. 一 般 来 说 ,如 果 普 通 方程 所 确定 的 曲线 
是 无 (有 ) 界 的 ,那么 化 为 参数 方程 时 ， 选取 的 函数 也 应 是 无 
(有 ) 界 的 ， 


(一 二 <<0<0 或 0 一 9 一 了) 


(iv) 化 隐 函 数 为 显 函 数 ,以 便 选取 适当 的 图 数 关系 .主要 


办 法 是 利用 二 次 方程 的 求 根 公式 解 出 y( 或 +) ,然后 考虑 根 
式 下 被 开 方式 的 特点 来 选择 运 当 的 参 效 ， 
例 14 将 下 列 二 次 曲线 化 为 参数 方程 ， 
(lz 十 2.cy 十 和 十 2xz 一 2y 一 0 
(2)17z2 一 16zy 十 4 庆 一 34zr 十 16y 二 14=0 
解 〈1) 解 出 y=1 一 + 土 Y1 一 4x / (1) 
设 xz 一 上 一 声 , 刚 
1 一 47z 一 1 一 4 十 4 一 (1 一 2 
代入 (1) 式 得 y 一 1 一 上 志士 (1 一 21) 


于 是 得 参数 方程 
1 凡人 参数) 或 | 为 参数 
tt AN 全 BK t 为 参 : 
y= 二 六 一 3t 十 2 iy 二 [十 +t 


(2) 解 出 y=2(z 一 D 土 5 V4 一 (x 一 I》 
因 4 一 (x 一 1): 守 0 z 


所 以 (D4 有 1 


2 


<1 
亦 即 “ 一 1 过 3 苹 ] 
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故 可 设 2 —cOSO(0RO0OT27) 


则 x=1 十 2cos9 
代入 原 方程 得 ”y= 4cos0 十 sin0 

为 了 保持 y== 亚 (8) 的 单 值 性 ,只 要 把 9 的 联 值 范 围 扩 大 
到 [0,2r) , 则 上 式 中 正 负 号 任 取 一 个 即 可 ,于 是 得 参数 方程 
Z 一 1 十 coslC 
ydcosGtsing' 为 参数 Q<6<2n) 
T1208 (Cg 为 参数 0 之 9 二 2 
y=4cos0— sin0 

评注 ” 若 取 0 委 0<r, 则 > 的 解析 式 正 负 号 都 要 取 , 才 能 
得 到 全 部 椭圆 上 的 点 . 

《2) 间接 代入 法 

步 又 如 下 

(D 令 y= 二 f(z) (或 x=g(t,y)); (1) 

Gii) 将 (1) 式 代入 直角 坐标 方程 f(x,y) 二 0 中 ,并 从 方程 
F(x,f(t,X)) 二 0 中 解 出 z= 二 BQ) ,或 从 方程 PCgGtyy)，y) 
=0 中 解 出 y= 殉 (2) ,于 是 得 到 方程 F(z,y) 一 0 的 参数 方程 

r=P(t) r=g(t, V(t) 
y==f(t， BU) y= (4) 

(1) 如 果 所 给 方程 F(x,y)=0 中 的 最 高 次 项 与 最 低 次 项 
指数 相差 一 次 , 常 令 y=tz 或 +=ty, 并 代入 F(x,y) 二 0 中 ， 
若 能 解 得 x= 二 BQ) ,y= 二 (4) 且 都 是 关于 : 的 单 值 ， 网 FCx, y) 
二 0 的 参数 方程 为 


或 


(2) 


z= PD() 
y= VU) 
例 15 将 下 列 普通 方程 化 为 参数 方程 : 


(1)y’=2prx 
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(2) 7 十 yy 一 3Xy 二 0 
解 (1) 令 + 二 ty， 代入 原 方程 得 = 2pty, ,由 此 得 y 
二 2pt 及 yy 二 0(y 二 0 可 并 入 y= 二 2pt) 再 将 y=2pt 代入 z=ty， 
得 x 一 2pt 歼 瘦 物 线 y 二 2px 的 参数 方程 为 
人 一 22 
(y= 2pt 
(2) 令 y=tzr(t 关 一 1) 代 入 原 方程 ,得 x 十 (tx)? 一 3 
一 0 即 x [x(l 二 ) 一 3t 1 二 0 : 


2 3 
3£ 
合并 起 来 ,得 之 一 1] 十 大 外 (1) 
将 式 (1) 代 入 y 二 tz, 得 
3 时 
: : y T 二 证 (2 ) 
由 式 (1)、 (27 得 参数 方程 
| 3 
TT = 
1 十 fF 
> 1 十 亡 


(2) 已 知 曲线 F(xr,y) 二 0 上 一 点 Pr, yo), 常 令 y 一 yo 
一 上 (7Z 一 zt) 代入 F(z， y) 二 0 中 , 若 能 解 得 +=@(1) ,y= 二 YG4) 
—® 
且 都 是 关于 1 的 单 值 函 数 , 风 | 一， 即 为 所 求 由 线 Fix, 
y)= 二 0 的 参数 方程 .但 需 注 意 , 有 时 会 失控 1 一 00 的 一 扣 ， 
例 16 将 加 x 十 y= 二 R:( 不 含 其 上 (0, 一 R) 点 ) 化 为 参数 
方程 , 四 
解 ” 显 然 已 知 其 上 一 点 (0 一 R), 放 可 邻 y 一 R=iz, 代 
入 得 
50 


RA. 
TAT 
plot 


这 就 是 少 一 点 (0, 一 R) 的 圆 zr? 十 y 二 R? 的 参数 方程 . 

评注 ”利用 “代入 法 ”化 普通 方程 (zx,y)= 二 0 为 参数 方 
程 时 ,首先 必须 注意 所 选取 的 函数 z= 二 BG) (或 y 一 加 (人 7) 的 
函数 值 集 与 F(x,y)==0 中 的 zx( 或 y) 的 允许 值 集合 应 该 相 
加 ;其 次 在 选取 国 数 关系 时 ,应 使 所 得 参数 方程 中 的 两 个 函数 
Zz 二 多 (2) (或 y= 二 W(2)) 都 是 单 借 昂 数 , 否 则 将 破坏 等 价 性 . 


习 题 2.1 


1. 某 数 加 上 100 为 完全 平方 数 , 加 上 168 也 是 完全 平方 数 , 求 此 数 
( 试 引 入 参数 来 解 )， 
2, 将 下 列 参数 方程 化 为 普通 方程 (其 中 9.t、4、y 为 参数 ): 


z 1 _ acosd 
~ 1+t “ “1 十 cos9 
(1) (2) 
_ bsingd 
十 如 ” ”1 二 cosg 
2& 一 (QQ 十 ztgp T 一 1 一 4cos20 十 3sin20 
(3) | . (4) 
y= (a—7)sing y=1— 3c0s’0— dsin’0 
+=2atgo t=acos0 
of ol 
y=2acos’ y=asin'0 
_ 3 _ A 
”1+# . “+ 
(7) (8) 
31° _b—aA 
WA ESE 一 十 天 
Aa 
,本 ”一 一 
{T= 10tcos45° 1 二 v4 
(97 | (10) (a>0) 
(y= 10tsin45°— 50°? 一 ph 
z 、 1 二 x1 


ol 


人 二 一 一 一 由 
4 十 tg 本 十 ctg 二 
GD (12)4 “2 “2 
Ap 1 9 
Ep i 一 coOS 了 3) 
3. 试 将 下 列 普通 方程 化 为 参数 方程 (要 求 用 两 种 方法 》. 
(1)4x’—y’ 二 4 


/ | et 一 6z 十 5 一 0 
选择 适当 的 方法 ,将 下 列 普通 方程 化 为 参数 方程 


1 


(1)xi+y?=az 四 (2 7) 入 一 Fai 
(3)y 一 并 《4)x3 二 yi 一 3axry 二 0(a>>0) 
(5)y 一 1 十 32 (6) v=27° ~— 3r 


(7) V 7z 十 AV 一 一 (1 >>0) (8) v= 4 Sr 


6. Nm yy 2) 一 1 上 取 一 点 4(1,2) ,并 以 过 4 的 直 


线 的 笑 率 t 为 参数 试 求 该 厄 加 的 参数 方程 . 


cosp 


7. 消去 |” 。，。g 中 的 参数 9 并 讨论 该 参数 方程 与 所 得 的 普通 


方程 是 否 表 示 同 - -前 线 ? 


9 2.2 直线 和 二 次 曲线 、 一 些 
第 见 曲线 的 参数 方程 


一 ,建立 曲线 的 参数 方程 一 般 方 法 

解析 几何 中 的 一 个 基本 问题 就 是 由 曲线 求 方程 ,因此 在 
本 章 中 “如 果 给 出 了 曲线 应 满足 的 几何 性 质 , 如 何 建立 相应 的 
参数 方程 ” 便 成 为 一 个 基本 问题 . | 

由 § 2.1 尤其 是 $2.1 中 例 4、 例 5 的 讨论 ,可 以 看 出 建 
立 曲 线 的 参数 方程 一 般 方法 的 具体 步 台 为 ; 

() 适 当地 建立 平面 直角 竺 标 系 ; 
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(ii) 选 择 适 当 的 参数 ,并 根据 曲线 上 动 点 具有 的 几何 特 
性 ,分 别 列 出 动 点 坐标 zx、y 与 1 之 间 的 关系 式 ; 

(i) 对 上 述 的 关系 式 进 行 必要 的 化 简 ,整理 ,得 一 参数 方 
程 ， : 
. (iv) 证 明 该 参数 方程 确 是 所 给 曲线 的 参数 方程 ; 即 要 验 
证 定义 2. 1. 1 中 的 两 条 ,换言之 就 是 要 验证 曲线 上 的 点 是 否 
都 满足 该 方程 ,满足 该 方程 的 点 是 否 都 在 曲线 上 . 值得 说 明 的 
是 ,在 一 般 情况 下 ,方程 的 建立 过 程 往往 保证 了 前 一 结论 的 正 
确 性 , 故 这 时 只 需 验 证 后 一 结论 的 正确 性 即 可 . 

二 常见 曲线 的 参数 方程 

1. 直线 的 参数 方程 

直线 的 参数 方程 可 以 有 各 种 不 同 的 形式 ,下 面 介绍 两 种 
典型 形式 的 参数 方程 ,它们 的 优 氮 是 :方程 中 每 一 个 量 都 有 全 
的 几何 意义 ,因此 它们 应 用 也 比较 广泛 . 

(1) 直 线 的 点 斜 式 参数 方 
程 

] 题 已 知 直 线 的 倾 糙 角 
为 we, 并 且 直 线 过 定点 PCz ， 
yo), 求 该 直线 的 参数 方程 . 

解 ” 见 图 2 一 5, 设 P(r,y) 
为 直线 上 任意 一 点 ,又 设 6 为 
尽 Po 到 点 PP 的 有 癌 距 离 ( 当 了 P 
不 与 Po 重合 时 ,6 的 符号 规定 
如 下 :; 当 zz 正 半 轴 与 射线 PoP 的 交角 为 a 且 0 委 c 委 rr 时 ,和 > 
0; 当 并 正 半 轴 与 射线 PoP 的 交角 为 a 十 "时 ,6 二 0. 当 P 忆 与 
P, 重合 时 ,6 二 0) ,由 图 2 一 5, 可 知 点 了 的 坐标 是 


忆 


4 全 
Hp 本 
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二 0oM = oN : NM = ro 十 Ocosa 


(y= 二 M7’ = MQ + QP = yo 十 Osina (1) 
和 
y 一 yo 十 Cslina (2) 


z (其 中 V ( rr yy ym) 一 v 人 rcos 了 下 Sinzay 
==16 上 ) 这 时 |6| 显 然 为 ,到 了 的 距离 . 反之 ,如 果 (z1,y1) 满 


足 式 


(2)， 即 存 在 某 个 5, 使 得 
*- 一 xX, 十 Ocosa 


yi 一 yn 十 6sina (3) 


当 “二 工时 ， cosa=0， 由 式 (3) 得 A ttn, 
这 就 说 明 点 DI 《xisy1) 和 在 过 Poro，,yo) 且 平行 于 Jy 轴 的 直线 
. 上 ; 若 a 关 一 2 时 ， 有 cosa 关 0, 由 式 (3) 得 


线 的 
对 应 


54 


sina vv ) 
一 yo 三 一 一 一 并 
1 Yn COSQ | n 


这 说 明 点 P(x ,y1) 且 倾角 为 u 的 直线 上 . 
综 上 所 述 ,可 知 式 (2) 即 为 所 求 的 参数 方程 . 


一 十 a 
评注 显然 人 _， (t 为 参数 ,a 十 六 关 0) 也 是 直 
参数 方程 ,考虑 到 式 (2) 中 cos 2 十 sint a 一 1, 所 以 上 式 所 
的 标准 点 料 式 参数 方程 为 
rr 
a 十 bp’ ; 
pb 
一 6 
» 六 
(2 直线 的 两 点 起 参数 方程 


问题 已 知 直 线 上 两 点 Pj (x,y1)、 P, {xs, yp , 风 图 2 一 6 ， 


求 该 直线 的 参数 方程 . 

解 设 P(x,y) 为 直线 1/ 
上 的 任意 一 点 CP 蜡 于 P,) ,又 
设 4 为 有 问 线 段 PP 与 PP， 


之 比 , 即 入 = 


P(rs + Y2) 


几何 定 比 分 点 公式 得 Pilzxi,%) 

二 十 Ar， 加 

a 四 

_ 1 十 4y; 
] 十 4 
(1) 

其 中 4 是 一 变数 ,因为 对 于 不 同 
的 点 了 ,4 值 也 不 同 ; 反 过 来 ,对 
于 不 同 的 4 值 ,也 对 应 着 不 同 的 


点 . 这 时 可 将 1 视 为 参数 ,显然 
(i) 对 于 每 一 个 不 等 于 一 1 的 参 
数 4, 都 有 7 上 的 一 个 点 P(x,y) 
与 之 对 应 ; (ii) 反 之 ,对 于 !/ 上 的 
四 除 点 P, 之 外 的 每 一 个 点 已, 都 

有 一 个 值 与 之 对 应 ' 即 有 下 面 
的 一 一 对 应 关系 存在 ; 

(AAA € RA 1 — (P/P ELP 3 PP,) 

由 此 , 式 (1) 就 是 直线 1 的 一 个 参数 方程 。 
”评注 严格 地 说 , 式 (1) 是 不 含 P, 点 的 / 直线 的 参数 方 


2. 二 次 曲线 的 参数 方程 
(1) 圆 的 参数 方程 
0D 


问题 见 图 2 一 7 ,一 上 质点 以 角速度 w( 常 数 ) 绕 定点 C 
(zo,yo) 作 半径 为 > 的 图 周 运动 , 求 此 质点 运动 轨迹 的 参数 方 
解 ” 因 为 
ICP|=r, 人 PCQ=0=wt, 这 时 ， 
r=oN=oM+ MN 
| = NP = ANQ + QP 
“0 为 参数 ) (1) 
y= yo rsing . 
由 于 6 二 wt(t 为 质点 运动 的 时 间 ), 并 代入 式 (1) 得 
人 0 有 为 参数 ) (2 
y 一 FSincut 十 yn 
反之 ,如 果 (z ,y) 满 足 方程 (1) 或 (2) , 则 必 有 
(一 To) 十 (一 2 六 二 六 
由 中 学 解析 几何 知识 可 知 点 PiCri,yi) 在 轨迹 上 . 
综 上 可 知 , 式 (1)、 2) 都 是 所 求 圆 的 参数 方程 . 
评注 
了 今后 除 遇 特殊 情况 要 进行 (iv) 验 证 以 外 ,一 般 正 常情 
况 (iv) 就 省 略 了 . 
”2 在 以 上 两 例 中 所 出 现 的 角 a.6 都 可 以 不 限于 锐角 ,其 
实 对 于 锐角 以 外 的 其 他 情形 可 由 诱导 公式 得 . 
(2) 椭 圆 的 参数 方程 
几何 特征 ; 任 一 动 点 到 两 定点 距离 之 和 为 一 定数 ， 
问题 已 知 随 贺 的 中 心 为 0C0,0) ,焦点 在 x 轴 上 ,长 半 
轴 为 a, 短 半 轴 为 5, 求 椭圆 的 参数 方程 . 
由 2.1 中 例 11 可 知 所 求 的 参数 方程 为 
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(OZOZ2R) 
y = bsing - 


评注 若 椭 贺 的 中 心 在 CCzo,y。), 焦 点 在 平行 于 xz 轴 的 
直线 上 ,a 不 变 . 这 时 仿 §2.1 中 例 11 同样 的 方法 ,可 得 相 
应 的 参数 方程 为 : 
X= Zo 十 acosa 
虹 二 yo 十 psina (0 和 aa 二 2xra 为 参数 ) 
(3) 双 曲 线 的 参数 方程 
几何 特征 : 任 一 动 点 到 两 定点 距离 之 差 为 一 定数 . 


问题 “已 知 双 曲 线 的 标准 方程 为 所 一 次 1, 其 中 a、。 
>0, 求 其 参数 方程 . 
解 ”如 图 2 一 8 所 示 , 作 ， 
一 圆 和 xz 轴 交 于 4 点 ,过 -< 
作 圈 的 切线 ,然后 作 PQV z pa CA 
轴 、 和 过 4 的 切线 交 于 人 ,PN /< AN | 


| 工 轴 . 这 时 设 P(xz,y) 为 双 a7: 
曲线 上 任 一 点 , y= 二 MP = AQ : ND 
二 btg AoQ, 义 设 人 人 AoQ=a， z 
则 > 一 ptga, 此 式 代 入 双 了 曲线 
的 标准 方程 , 即 得 x = aseca 放 
(或 oM 二 0B 。 seca) 

于 是 得 双 曲 线 的 参数 方程 ， 


之 二 CSCLC 人 


= QCcoSsO 


Ce 为 参数 ) 
y= btga 


评注 | : 
1° 此 处 的 a 为 离心 角 , 它 不 是 动 径 oP 与 x 轴 的 夹 角 ; 
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z* 若 双 曲线 的 方程 为 一- 一 “> 一 1, 则 其 参数 
方程 为 和 
| x = Xo + aseca | 四 
y+ btge (a 为 参数 ) : 
3” 双 曲 线 的 参数 方程 ,第 用 的 形式 还 有 

Ea (ee 十 e ) . 

(1 为 参数 ) 
y= (ee) i ~ 

4) 抛物 线 的 参数 方程 

几何 特征 ” 任 一 动 点 到 一 个 定 点 和 一 条 定 直线 的 中 让 
等 . 

问题 己 知 抛物 线 的 标准 
方程 为 y 一 2Pr (1) 其 中 为 
半 焦 距 , 求 其 参数 方程 

解 ” 如 图 2 一 9 所 示 , 设 六 
(rz,y) 为 抛物 线 上 在 一 点 .因为 
对 于 给 出 一 条 过 原点 且 还 过 PP 
点 的 直线 一 hr, 这 时 , 当 了 在 
抛物 线 变动 时 , 也 相应 变化 . 反 jy 9 
之 当 上 变化 时 ,P 点 也 随 之 变 ”| 
化 .所 以 选择 上 为 参数 ,于 是 将 y= 二 kx 代入 (1) 得 k*zx:=2Px 

立 得 直线 y 一 Az 与 抛物 线 (1) 交 点 的 横 坐 标 为 

2 . 


并 一 0 或 了 二 去 


所 人 
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加 | : 
2P ”为 直线 oP 的 震 率 ,为 参数 ) 《2) 


1° 为 简洁 起 见 ， 党 在 (2) 中 令 一目 于 是 得 扩 物 线 参数 方 


程 男 一 形式 
/ 人 (为 参数 ,几何 意义 为 6P 斜率 的 倒数 ) 
2。 车 顶点 坐标 在 CCzosyo) 点 ， 对 称 轴 平 行 四 ， 则 抛物 

线 的 参数 方程 为 


人 i 二 Zz, 十 op 
| ” (7 yo 十 .214 《为 数 ) 
3° 若 抛 物 线 的 普通 方程 为 z? 
-27y, 同 理 可 得 其 参 数 访 各 为 。 | 
| = 20t (4 为 参数 ) 
9 一 2PX 


所 不 同 的 是 ,此 处 + 的 几何 意义 是 /> Plz») 

直线 oP 和 斜率， I 
3, 几 种 常见 曲线 的 参数 方程 
(1) 圆 的 渐 开 线 的 参数 方程 
多 何 特征 ;一 条 直线 与 圆 相 ”下 

切 ， 当 直 线 沿 圆周 作 无 滑动 的 滚动 时 ,该 直线 上 一 个 定点 随 着 

豆 线 而 运动 的 轨迹 称 为 圆 的 渐 开 线 或 者 圆 的 渐 伸 线 ,其 中 那 

个 圆 叫 做 基 圆 ; 那 条 直线 叫做 圆 的 渐 开 线 之 发 生 线 . 
问题 “在 直角 坐标 系 下 , 求 圆 的 渐 开 线 的 参数 方程 ，， 
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解 ”以 基 圆 圆心 。 为 原点 ,以 直线 o4 为 x 轴 建 立 直角 
坐标 系 ( 如 图 2 一 10), 设 基 圆 的 半径 为 R,P(Cz,y) 为 渐 开 线 上 
任 一 点 , 作 PB 切 贺 于 B, 又 过 BB 作 BC 4o4, 慌 足 为 C, 作 


”PM joz, 垂 足 为 M, 再 作 PN .LBC, 垂 足 为 N， 取 人 人 AoB=0 


(单位 为 弧度 ), 则 PBN = 0， 由 于 BP= AB = R.0,oC 
= Recosb， CM = NP = BPsinO = Rbsin6， 自 CB8B= RsinG, NB 
=BPcosg= ROcosd 
{z=oM=oC+CM= Reosd + RO 
y= MP=CN=CB— NBbBS= Rsinb - 一 ROcosgd 
| (8 为 参数 ) 
即 为 所 求 的 加 的 渐 开 线 的 参数 方程 : 
评注 在 机 械 传动 中 ,传递 动力 的 齿轮 ,大 多 采用 恼 的 渐 . 
开 线 的 齿 形 , 因 为 这 种 齿轮 具有 路 合 传动 平稳 ,强度 好 ,磨损 
少 等 优点 . 
(2) 摆 线 ( 旋 轮 线 ) 的 参数 方程 
详细 推导 可 参见 8 2. 1 中 例 5, 它 的 参数 方程 为 ， 
人 二 rc 一 sina) (ww 一 oo 
\y 一 r(l ~— cosa) 
评注 
ll 抵 线 由 无 限 多 支 完全 相同 的 分 支 组 成 每 一 分 支 称 为 
摆 线 的 一 拱 , 每 一 拱 的 高 为 2r, 宽 为 2rr、 生成 图 每 深 动 一 周 
形成 一 拱 . 
2° 对 精度 要 求 较 高 的 钟表 工业 和 仪表 工业 . 齿轮 的 此 形 
用 的 是 摆 线 的 一 部 分 . 
3° 如 果 当 一 个 圆 沿 定 直线 作 无 滑动 的 滚动 时 , 动 贺 的 完 
半径 上 (或 半径 的 延长 线 上 ) 一 定点 运动 的 轨迹 ， 叫做 短 幅 (或 
长 幅 ) 摆 线 . 
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(3) 内 摆 线 和 外 摆 线 的 参数 方程 

几何 特征 : 一 个 动 圆 内 切 ( 或 外 切 ) 于 一 个 定 阁 作 无 消 
动 的 深 动 ， 动 圆 圆周 上 一 定点 运动 的 轨迹 ， 中 做 让 所 线 (或 外 
摆 线 ), 动 圆 叫做 生成 圆 ， 

问题 1 在 直角 坐标 系 下 求 
内 摆 线 的 参数 方程 . 

解 ” 设 定 圆 的 半径 为 尺 , 动 
圆 的 半径 为 , 取 征 圆 的 圆心 为 
原点 ,点 4 是 动 圆 开始 滚动 时 与 
定 圆 的 切 点 ,以 o4 为 工 轴 建 立 
直角 坐标 系 ( 如 图 2 一 11). 当 动 - 
圆 滚动 到 与 定 贺 相 切 于 点 B 时 ， 
圆周 上 定点 所 在 位 置 为 P(xz， 
y), 动 加 圆心 为 C. 设 人 AoB 一 9p， 
根据 定义 可 知 BP 一 A8B, 作 PF 
Lor,CE 上 DT 又 设 志 BCP=4， 则 由 于 BP= /6,AB 


= Ry, 所 以 7r0= Ro,0= 一 


人 KRK—r 
于 是 得 人 DCP= DCB-- PCB= 了 了 十 地 9 了 一 一 一 9 
因此 得 x 二 of =okE 二 EF 二 ok 二 DP=oC。 cos 9p 十 CP 
* sin DCP=(R—r)cospitrcos 4 一 


y=FP=EC— DC=oC sing 一 CP + cos/ DCP 


R—r 
»- 9 
所 以 ,内 探 线 的 参数 方程 为 


=(R—r)sing—rsin 
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健一 
T= (Rr)cosp reos 一 一 一 9 
+», 


, 


| . . RO—r 
Iy = (Ro— rr)sing— rsin ! 


和 
评注 “内 摆 线 的 参数 方程 中 , 当 r= 二 时 ,方程 则 变 为 


I — Reos 39 


= 2R 
COSP+ : 4 


| 
四 4 
< 

~ 3 Rsin 一 Rsin3e 
> 4 ? 


利用 三 和 阴 公 式 cos39 一 4cos、 2 一 3cosg9， sin39= 3sing 
一 4 9, 则 方程 可 简化 为 

ed 

= 及 sln 0 

有 和 

十 yi = 一 -Ri 
该 曲线 称 为 四 尖 扣 内 摆 线 ,又 叫 
星 形 线 ( 见 图 2 一 12). 
当 r 一 寺 及 时 ,内 摆 线 的 方程 变 ， 
为 


六 一 SReosy 十 cos2g 


y 一 S$ Rsing 一 “sin29 
该 曲线 称 为 三 尖 点 内 所 线 (参见 
图 2 一 11). ' z 2 

问题 2 在 直角 坐标 系 , 求 外 摆 线 的 参数 方程 

- 解 ” 设 定 圆 的 半径 为 RR, 动 圆 的 半径 为 . 取 定 圆 的 圆心 


62 


为 原点 ,点 4 是 动 圆 在 初始 位置 与 定 圆 的 切 点 ,以 o4 为 
轴 ,建立 直角 坐标 系 , 见 图 2 一 13. 当 动 贺 深 到 与 定 圆 相 切 于 
点 B 时 , 俩 周 上 定点 所 在 位 置 为 Plz,y). 动 圆 圆心 为 C, 设 
了 AoB=g, 根 据 定义 ,有 BP==AB, 作 PF | ox,CE | ox,PD 
上 LCE. 又 令 人 BCP=0, 则 BP 9, 而 AB 二 Rg, 所 以 r06 二 Rg,0 
因为 人 PCD = /PCB 一 
LDCB=T9 (T= 
Rr Tt 
-rz 
于 是 求 得 
t=oF=oEiEr.. 
oE + DP= (Rr)cosy 


Rr 
» 


y=FP=EC— DC= 

. . K++r | : : 

CR+r)sing—rsin -9 本 本 图 2 13 
所 以 ,外 摆 线 的 参数 方程 是 


x = (Kr)cosyg 一 reos £ 


COS 


+ ry 
(8 为 参数 ) (1) 
y= (Krsnog— rsin “9p 
评注 当 动 圆 在 定 贺 的 内 部 滚动 时 , 动 圆 的 定 半径 上 (或 
其 延长 线 上 ) 一 个 定点 的 运动 轨迹 叫做 短 内 摆 线 (或 长 内 摆 
线 ), 如 采 动 圆 在 定 圆 的 外 部 滚动 ,相应 的 轨迹 则 叫做 短 ( 或 
长 ) 外 摆 线 . 而 式 (1) 中 当 R=r 时 ,曲线 叫做 心脏 线 . 
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习题 242 


1. 已 知 参 数 方程 为 四 
T= ro tcosp 
z y= + ésing 
(1) 指 出 当 哪 个 量 是 参数 时 ,方程 代表 直线 ,哪个 量 是 参数 时 方程 é 
代表 图 . 
(2) 指 出 .ro yn、 SO 的 几何 意义 . 
2, 将 下 列 直线 参数 方程 化 为 点 斜 式 参数 方程 ; 


CD 人 3 31 《4 为 参数 ， 
?一 一 4 一 : 
一 1 十 3 
a / (4 为 参数 ) 
3: 已 知 加 ey 
| EE 三 4 十 全 
| (+ 为 参数 ) 
V 3 


_ YY 3, 
多 5 十 2 


被 圆 截 得 弦 长 ,并 求 弦 的 中 点 Q@ 的 坐标 ， 
4. 求 下 列 各 对 曲线 的 交点 (1 为 参数 ， 
一 3 十 ] [+= V 5 cost 
一 一 y= V 5 sint 
r=t +=2(t+ sint) 
y=1 . (y=2(1—cost) 
9 人 人 2 
=! ly=2pt 
=t— Sint 3 
2 orca ”2 
5. 已 知 直 线 / 的 普通 方程 为 4r 一 3v 一 p= 人 0, 
(1 由 过 点 (3.2) 及 其 斜 滨 . 将 7 的 间 普通 方程 化 成 点 斜 式 参数 方 


04. 


程 ; 

(2) 由 /过 点 (3， 2 及 基本 ` 轴 的 夹 角 ,将 ! 的 普通 方程 化 成 点 斜 式 
参数 方程 ; 

(3) 由 / 边 点 (3,2) 及 (0. 一 2), 将 /1 的 普通 方程 化 成 两 点 式 人 参数 方 
程 . / 

6. 直线 > 一 Ar 十 上 和 图 灌 十 二 r? 相交 , 求 所 得 弦 的 中 点 坐标 ,者 
为 参数 时 ,中 点 轨迹 的 参数 方程 代表 什么 曲线 ?车 把 5 作为 参数 ,中 点 
轨迹 的 参数 方程 代表 什么 曲线 . 


$ 2.3 参数 方程 的 应 用 


一 、 参 数 法 四 | 
前 面 介绍 的 参数 方程 的 有 关 知 识 , 已 展示 出 了 一 种 方法 
著 所 谓 参 数 法 , 即 运用 参数 去 解决 数学 问题 的 方法 . 由 于 参数 
这 种 辅助 变数 活力 非常 旺盛 ,并且 它 在 主要 变数 之 间 起 到 使 
之 相互 依存 和 彼此 制约 的 纽带 作用 . 因此 ,参数 法 不 论 是 在 初 


”等 数学 或 是 在 高 等 数学 方面 都 有 着 广泛 的 应 用 . 本 节 主 要 介 


绍 参数 法 在 初等 数学 中 有 哪些 应 用 以 及 常用 技巧 ,上 应 用 包括 
两 个 方面 ; 一 是 求 曲线 的 轨迹 方程 ;二 是 研究 曲线 的 性 质 . 

参数 法 有 直接 与 个 接 之 分 ,所 请 直接 的 参数 法 主要 指 利 
用 已 知 曲线 的 现成 的 参数 方程 来 解 题 ;而 间接 的 参数 法 运用 
的 关键 是 怡 当地 选择 参数 ,但 参数 的 选择 一 般 有 灵活 性 大 ,不 易 
找到 一 般 性 的 规律 ,因此 本 节 将 通过 一 定量 的 例题 ,向 读者 介 
绍 一 些 最 常用 的 “ 选 参 ” 方 法 . 

二 .第 用 参数 法 

1. 线段 参数 法 

线段 参数 是 指 被 选 作 参数 的 有 向 线段 之 数量 ; 而 线段 参 
数 法 即 指 用 线段 参数 去 解决 数学 问题 的 方法 . 值得 一 提 的 是 
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吉 线 的 点 仙 式 参数 方程 中 的 务 数 就 是 线段 参数 :其 几何 意义 
的 应 用 较为 广泛 . 

例 1 在 长 为 a 的 线段 
AB 上 有 一 动态 了 ,在 AB 
的 同 侧 ,以 4P、P 为 边 分 
别 作 等 边 人 AMP 和 等 计 
ABNP, 求 WMAN 中 点 QQ 他 
轨迹 . 

分 析 动 点 QQ 的 位 襄 
随 着 动 点 了 的 位 置 即 随 着 
AP 的 长 度 而 定 . 故 可 选取 
47 的 长 为 参数 琳 表 示 点 Q 的 轨迹 。 

和解， 如 图 2 - 14 二 立 直角 从 村 大 ， 设 QGz,y)， AP 二 t, 则 


A (0， 0)， Bla, 0)， Pd, 0). ME NE, 


_ Co<i<a 
因为 Q 是 MN 的 中 点 ， .所以 z 一 全 人 


有 2 人 
/3 V3 


-oo Q， 又 因为 0 关 * 天 a ,所 以 全 


A, , 则 所 求 轨迹 普通 方程 为 
/3 3 


y= (CT <x ZS ) 
履 点 蛋 的 雪 这 是 一 线 及 (不 包括 并 点 ) 这 线段 的 两 个 端点 为 
(7， 和 (Ta 3 a). 


漳 注 未 题 通过 线段 参数 :把 动 点 与 已 知 条 件 联系 起 来 
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了 . 在 这 里 ,已 清楚 地 看 出 参数 的 “桥梁 "作用 . 另外 ,在 解 题 过 
程 中 要 特别 留意 参数 的 取 值 范围 ， 如 朱 不 注 伟 这 一 所， 本 题 会 


误 认为 点 Q 的 轨迹 是 直线 y 一 3 
例 2 过 圆 内 一 _ 定点 的 各 弦 锌 该 点 所 分 两 部 分 之 积 是 一 
个 定 值 (常数 ) (相交 缠 定 理 ) 


证 明 选 圆心 为 原点 ,如 图 2 一 15 建立 坐标 系 , 设 加 半径 
为 7, 贺 的 方程 为 x 十 y= 二 7, 设 圆 内 定点 Ps 的 坐标 为 (ze， 


yo) 那么 ,过 点 Po 的 弦 的 参数 


方程 为 : 
人 。 为 参数 ) 
y= tts1ind ' 


代 . 入 圆 方程 x? 十 yy 二 rr, 得 + 方 
程 为 :在 十 2 (xzocosl 十 yosin07)L 十 
xe 十 yo 一 站 二 0, 因 为 已 (zyy) 
是 圆 内 一 点 ;所 以 zo 十 yo 一 7 
<<0, 所 以 ,上 述 关于 :的 二 次 方 站 
程 的 判别 式 A 之 0, 故 方程 有 两 实 根 , 设 为 i、t,, 那 么 , 弦 被 定 
局 Pu(to,m%) 分 成 两 部 分 的 积 为 ， 

PP， [PoP;s|=|atsl=|zre d+ yo —r|=7r zo — yo 
《常数 ). 

评注 ” 同 理 还 可 以 证 明 圆 的 割 线 定理 ,切割 线 定理 等 等 ， 
而 且 对 于 二 次 曲线 与 直线 有 关 的 各 种 性 质 ， 常用 直线 点 斜 式 
参数 方程 处 理 之 ， 

2. 比值 参数 法 | 

比值 参数 通常 指 那些 被 选 作 参 数 的 比值 . 而 比值 参数 法 
乃 指 用 比值 参数 去 解决 数学 问题 的 方法 . 请 注意 直线 的 两 点 
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式 参数 方程 中 的 参数 就 是 比值 参数 . 它 的 几何 意义 也 常常 用 
到 . 

例 3 平行 于 三 角形 一 边 作 一 六 线 , 截 原 三 角形 得 一 榜 
形 , 试 求 梯形 对 角 线 交点 的 轨 


迹 方程 . 
解 ” 如 图 2--16 建立 直 向 
坐标 系 ( 因 为 动 点 己 随 着 动 } 


线 DE 而 定 , 动 直线 PE 
着 点 万 而 定 ,而 点 心 可 由 比 介 


来 确定 )， 设 PCryy) 、 (0 


、 AD 
0)、 Cla.0). (Dec)， 令 万 采 二 4 6 
AD 4 
(>0). 因 为 DE/BC, 所 以 = = 由 定 比 分 点 公式 则 
pt Cy). | 
st TDCTFA TF 


因为 B.P.E 二 忌 共 绽 ， PB 的 斜率 与 EB 的 斜率 相等 即 
tpp 一 Asay 则 


7 ec 1+ia ec. 和 
re 二 大 C1) 
又 因 CC 已 三 占 基线, 同 理 得 


YY | 
XT—a bb—a—Aa | (2) 


由 (1)、(2) 消 去 参数 .化 漳 得 。 z 
2cz 一 (20 一 wy 一 ac 一 0 (3) 
因 点 4(b,c) 及 有 C 的 中 点 QS 0) 都 适合 式 (3) ,所 以 式 
(3) 表 示人 入 4BC 中 ,BC 边 边 上 的 中 线 所 在 的 直线 方程 获 点 PP 
的 轨迹 怡 是 5C 边 上 的 中 线 4Q (但 不 包括 问 总 A、Q). 
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评注 “本 题 方 法 较 多 ,比如 可 运用 线段 参数 法 来 求解 ,还 
可 用 平面 几何 方法 证 明 点 一 的 轨迹 是 BC 边 上 的 中 线 ， 但 上 
法 较 简单 . | 
例 4 如 图 2 一 17, 过 入 ABC 的 重心 G 作 一 直线 分 别 交 
4AB、AC 于 HH\K 两 点 ,求证 ; 

所 4 + 色 为 定 值 ， 

证 明 由 于 涉及 直线 B4、C4 
上 线段 之 比 , 故 可 选用 直线 的 两 点 
式 参 数 方程 解 之 . 
A(zriyy1) .Br y) ClrT:. 
y;), 则 直线 B4 的 两 点 式 参数 方程 
为 - 


Xs 十 AiT) 
1 人 A 


yz 二 Aiy) 
1 十 A 


直线 CA 的 两 点 式 参数 方程 为 


TT 二 


(A 为 参数 ,天 一 1) . (1) 


] 十 4 本 
(0 为 参数 ,天 一 1 (2) 
YC 一 


”1 十 久 . 
又 设 HK 的 方程 为 mz 十 ny 十 != 二 0 
: 将 (1) 代 入 (3)， 解 得 


点 二 一 


同 理 , 由 (2)、(3) 得 


m3, 十 并 十: 


2 十 my 十 1 3 
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CK ti 十 mys 十 ! 


HA | mt 十 MI 十 ! 


。 BH CE mr Xx) Tn(y 二 ya) 十 0 
"HA KA 7 十 Mi 十 二 


又 因 重心 G( 一 守 一 加 ,十 兴 一 加 ) 在 直线 HK 上 , 故 


。 en ， TY 1-0 


解 得 mCzs 二 zs) 十 n (ys 十 yD) 十 22= 一 mz 十 ny 二 人) 
BH CK 一 (Co 十 ai 十 人 . 


一 


Ce 


改 有 ATKA- ~ mzritny tt | | 

”评注 直线 的 两 点 式 参 数 方程 在 解决 平面 几何 中 的 比例 
问题 是 有 着 独特 作用 的 . / 

“3. 角 和 参数 法 : | 

角 参 数 通常 指 被 选 作 参数 的 角 , 而 角 参 数 法 即 指 用 角 参 
数 去 解决 数学 问题 的 方法 . 值得 注意 的 是 , 圆 椭圆、 双 曲线 的 
参数 方程 中 , 常 以 角 为 参数 ,这 些 参 数 方 程 在 解 题 中 有 着 广泛 
的 应 用 . | / 

例 5 一 条 长 为 2 的 线段 
4B 的 两 端点 沿 抛物 线 y= 
上 移动 , 试 求 四 

(1 线段 48 的 中 点 MY 的 
轨迹 方程 ; 

(2) 轨 迹 的 最 低 点 坐标 . 

解 (1) 如 图 2 一 18, 显 然 | 
可 看 出 动 点 M 随 4. 而 定 , 由 和 2 18 - 

于 |48|==2, 故 如 果 直 线 4AB 的 倾斜 角 a 确定 了 ,那么 A、B 
也 随 之 而 定 , 故 可 选 a 为 参数 . 
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设 线段 4B 关于 工 轴 的 倾角 为 ea 天 误 ),4(zi,y) 
(Xx;，y2) ,于 是 | 
Xs — %1! = 2c0osa(0 aT) (1) 
yz — Y= 2sina (2) 
(1D) 设 导 的 坐标 为 (x,y)， 则 

21 十 并 一 包工 


2 < 
因为 A、B 均 在 抛物 线 上 . 
所 以 多 一 ly 一 2 
故 有 zi 一 Xi 二 ys 一 y1 王 2sina (3) 
(3) 一 (1) 得 zx; 十 zx; 二 tga : . (4) 
: 故 有 zz 一方 tga (5) 


义 (1) 十 (4) 可 得 好 十 好 一 2costx 十 广 tg?a 
则 十 男 一 好 十 三 一 2cosza 十 本 tg2a 


所 以 y=cosat 7 tg’e (6) 
由 (5)、(6) 两 式 即 得 M 的 轨迹 的 参数 方程 


7 二 tga : z 
| ‘(a 为 参数 ,0<a< 志 ,过 a< 
y 二 COs’a 十 tg a 


若 消 去 参数 , 太 可 得 M 点 的 轨迹 的 普通 方程 


1 7 
yd + 


(2) 因 为 M 的 最 低 点 的 纵 坐标 ,也 就 是 ycos*a 十 了 tg 


的 最 小 值 , 故 只 要 求 出 y 的 最 小 值 即 可 . 
: 7] 


一 一 一 天 一 万 取 最 小 值 由 于 


y= 008 ‘at te Q 一 COS- ‘at 2 


costa ， 一 17 一 上 (常量) 故 当 cos'a 二 jos 区 即 cos'a 一 才 ， 


4cosca 4coOs’a 4 


亦 即 ee 时 ,cos- a eos a 取 最 小 值 ， 由 此 可 求 得 


> 


ya 一 了, 此 时 ,可 得 z= 士 二 .因此 ,轨迹 的 最 低 点 有 两 个 , 它 


们 分 别 为 


1 3 ] 3 z 1 
(F517)(— 4 了 


例 6 试 证 :等 轴 双 曲线 


上 任意 一 点 到 两 个 焦点 的 距离 : P 
的 积 等 于 这 点 到 双 曲 线 中 心 时 WAH/ 
离 的 平方 . F F. 


证 明 如 图 2 一 19 建立 直 
角 坐 标 系 , 设 等 轴 双 曲线 方程 
为 z 
xz: 一 y' 一 a, 其 两 焦点 为 和 
Fi Voa0 FV Za.0), 双 曲 线 x 在 一 天 一 人 的 参数 方 
程 为 


OC 为 参数 ) 
设 等 轴 双 曲线 上 任 一 点 了 的 坐标 为 (asec9 ,atg0)、 那么 
有 
oP [= (ee 0+ tO) =a (Zeee'0— 1) (1) 


a 一 CO 一 mr 


IPF, 一 Wasec 十 V2.0):+a 0 a | w 2 secg 十 1 | 


PE 一 VCasecg 一 V 2 a ta taal V2 sec0—1| 
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“|sec0| 宇 1 ,sec'9 之 1 
“2sec’0—1>0 
PP ,|PFs|=a | Vsecdt+1l)* | V2seco—1|=a 
|2sec’0—1|=a’:(2sec’0— 1) : (2) 
由 (1)、(2) 可 见 , {PF|* 1PF,|= loPl 
评注 ”在 有 关 二 次 曲 ”| 
线 的 各 种 证 明 问 题 中 ,虽然 ， 
采用 它们 的 普通 方程 能 使 
问题 求 得 解决 ,但 是 对 于 其 
中 有 些 证 明 问 题 , 若 采用 -: 
次 曲线 的 参数 方程 来 解决 ， 
则 显得 更 加 简单 ， 
4. 坐标 参数 法 
坐标 参数 意 指 选 作 参 


，” 数 的 点 的 坐标 ;而 坐标 参数 图 2 一 20 


法 即 指 用 坐标 参数 去 解决 数学 问题 的 方法 . 鉴于 参数 方程 本 
身 就 表示 动 点 的 坐标 是 参数 的 浮 数 ,因此 ， 坐标 参数 法 与 曲线 
的 参数 方程 息息相关 . 

例 7 求 长 轴 为 4, 以 y 轴 为 准 线 , 中 心 7 在 抛物 线 y 一 并 
一 3 下 的 椭圆 的 左 项 点 MM 的 轨迹 . 

解 ” 如 图 2 一 20, 设 点 M(z,y),( 由 于 椭圆 的 长 轴 为 4， 
故 点 M 随 着 点 o 的 移动 而 定 , 而 点 。o 在 抛物 线 交 =z 一 3 上 ， 
故 可 设 抛物 线 参 数 方程 为 

让 二 引 十 3 
y=[ 
故 可 设 o 《十 3,1) 4 为 参数 ,bE R). 
“椭圆 的 长 轴 为 4,.. |Mo | 一 2 
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程 


二 六 二 3 一 2 一 十 1 
则 | 


.y=t 

”消去 参数 + 得 动 点 M 的 普通 方程 为 

y= 二 XX 一 1] 

故 椭圆 的 左 顶 点 M 的 轨迹 是 一 条 抛物 线 . 
评注 本 题 出 现 了 一 系列 中 心 在 抛物 线 > 一 xz 一 3 上 , 且 
长 轴 为 4 的 椭圆 ,这 些 椭圆 
的 短 轴 是 在 不 断 地 变化 着 
的 . 可 以 证 明 , 当 椭 贺 中 心 
在 抛物 线 光一 z 一 3 的 顶点 
(3,0) 时 , 它 的 离心 率 最 大 、 
这 个 最 大 值 是 去 , 事实 上 、 


a” 


和 一 3, , 因 ¢ 


5 

一 ; : = 3 ,于 是 当 一 

时 ， 高 心率 有 最 大 值 . 
例 8 已 知 点 三 在 圆 A4: 她 十 (一 2 一 二 上 运动 ， 点 M 


在 椭圆 0;z? 十 4y* 二 4 上 运动 , 试 求 |PM| 的 最 大 值 与 最 小 值 
”分 析 一 般 思考 方法 是 先 写 出 圆 4 和 椭圆 。 的 参数 方 


1 
二 一 COSQ 
一 2cos8 


(CO<e<2m 和 | ， (O27) 


y=2+ Fsina 一 sinp 


进而 设 忆 .AM 的 坐标 为 P (Scosa, 2 十 了 sina)、 M (2cosA， 


sin8) ,于 是 有 
74 


IPMI|= (3 9 OT zcosp)*+ (2+ lsina— sing)? 


可 此 时 很 准 用 初等 方法 求 出 它 的 最 值 为 此 ， 可 先 考虑 求 
[4M 的 最 值 以 减少 一 个 参数 来 处 理 . 
解 ” 如 图 2 一 21, 设 M(C2cosg,singJ(0 委 6<<2r) ， 
…4 的 坐标 为 (0,2) 
“|AM|= Vv (2c0sO)’+ (2—sing)’ 
一 V4cos20 十 4 一 4sing 十 sin20 
= vV 一 3sin20 一 4sin0 十 8 


/fe L 28 
一 3(sinb+ 3) 十 


“0 志 0 过 x 当 sin6 一 一 所 时 ， AM |gk = 2; 当 sin0 一 1 
时 ,|14Miai+ 一 1 由 4 为 圆 4 圆 心 , 易 知 


1 2 21 1 4V21 十 3 
PMIak = 3 + IAMIax = To J ， 


|PMji 一 一 也 ba 

评注 ”如 果 所 求 的 动 点 了 的 坐标 与 另外 的 一 个 (或 几 
个 ) 动 点 Q@ 有 联系 ,这 时 就 可 以 Q 的 坐标 为 参数 ,不 过 要 注 
意 :以 这 种 点 的 坐标 为 参数 时 ， 最 后 必须 消去 这 些 参数 . 

5. 斜率 参数 法 
”斜率 参数 是 指 可 选 作 参数 的 直线 的 斜率 ;而 斜率 参数 法 
则 是 指 用 斜率 参数 去 解决 数学 问题 的 方法 . 须 注意 的 是 这 种 
”方法 与 直线 的 点 斜 式 方程 和 斜 截 式 方程 紧密 联系 . 

例 9 如 果 抛 物 线 x: 二 4y 的 切线 交 双 曲线 xy= -2 于 A、 
B 两 点 , 求 4B 的 中 点 M 的 轨迹 方程 . 

解 “点 M 由 A.B 两 点 确定 ,A、B 两 点 随 着 抛物 线 的 
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切线 而 定 , 而 切线 又 由 它 的 斜率 里 定 , 故 可 由 斜率 参数 求解 ， 
设 抛物 线 x 一 4 的 切线 方程 为 y 一 AZ 十 忆 ， RA 一 4y， 
整理 得 
XT” 一 4&r 一 4 一 0 
由 判别 式 A 二 0 得 6 二 一 : 
.抛物线 的 切线 方程 为 pe (1) 
(1) 代 入 双 曲 线 方程 zy= 王 2, 整 理 得 
kx:+k’r—2=0 : (2) 
设 ACxriyy) Br yi) Mriy) 则 x 二 x= 二 = 上. 
Tk 
2 2 
yk 
2 2 2 
hritr) 2 
2 2 
因为 切线 与 双 曲 线 相 交 , 故 由 (2) 得 
AQA=( 一 有 大 ) 一 4 一 2) 盖 0 即 k(& 十 8) 二 0 
解 这 个 不 等 式 , 得 & 记 0 或 & 二 一 2.， 
“上 MM 的 参数 方程 为 


(为 参数 ,k>0 或 <-2) (3) 
?一 一 请 

评注 在 求 轨迹 参数 方程 时 .最 容易 忽视 的 是 参数 的 取 
值 范 围 ,因此 ,在 求解 过 程 中 ,应 随时 注意 限制 条 件 , 此 题 若 将 
式 (3) 化 为 普通 方程 ,得 y== 一 2 .由 之 0 可 得 之 之 0. 由 < 
一 2， 可 得 I 二 一 1. 因此 它 的 图 象 是 当 < 或 Z<< 一 ] 时 抛物 
线 的 一 部 分 
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例 10 求 双 曲线 zy=1 的 
切线 ,使 它 被 另 一 条 双 曲 线 4zy 
一 3 截 得 的 线段 最 短 . 

解 ” 设 所 求 切线 方程 为 

y 一 Ar 十 也 (1) 
将 (1) 代 入 zy 二 1, 得 x Gzr 十 6) 
二 1 ,kx 十 br 一 1 二 0 : 
由 A 二 0 得 如 十 4 外 二 0,k 二 一 


图 2 22 
2 
一 ,于 是 (1) 可 写成 
y 一 一 x 十 忆 《2 ) 
将 (2) 代 入 4zy 一 3, 整 理 得 四 
bx? — 4bXx 十 3=0 (3) 


设 (2) 与 4zy 一 3 的 区 点 为 A(XI ,y1) Br, ye2) , 则 
14B | — VY 《zl 一 并) 十 (yy 一 因为 A.B 在 切线 (2) 


2 2 2 
上 ,所 以 ,一 和 二 一 和 二 一 (一 全 如 十 耻 二 守 (1 一 zx , 则 


1AB|=,| Cm za) + Ter) 
又 “zi、xs 是 方程 (3) 的 两 个 根 , .x 十 zo 二 ,1* Xs 二 部 
网 Cz 一 x2)? 二 (zi 十 zs)? 二 4zizs 三 吉 一 二 = 二 
pb 因 
“14B|= 和 / 守 十 部 之 2, 即 当 5= 士 2 时 ,切线 (2) 被 双 曲 线 


4zy 一 3 截 得 线段 长 为 最 短 . 故 所 求 切线 方程 为 
一 一 并 十 2 和 yy 一 一 并 一 2 
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评注 “利用 动 直线 
， 的 斜率 为 参数 是 求 轨迹 
的 常用 方法 之 一 ,前 面 二 


全 的 解法 中 可 看 到 , 当 动 
NS 点 在 某 一 有 规律 运动 的 
Na 直线 上 时 ,选用 该 直线 斜 

。 “BN + 率 作 参 数 可 使 问题 解 得 


6. 时 间 参 数 法 


时 间 参 数 是 指 被 选 


作 参 数 的 是 时 间 t, 时间 
参数 法 则 指 用 时 间 参 数 
去 解决 数学 问题 的 方法 . 由 于 这 种 参数 具有 明显 的 物理 意义 ， 
在 一 些 与 运动 速度 有 关 的 问题 ,时 间 是 一 个 起 关键 作用 的 因 
素 ,选取 时 间 为 参数 , 常 可 使 问题 得 以 解决. 例如 曾 在 § 2. 1 
的 例 4 中 采用 过 此 法 . 以 下 再 
举 一 例 . 
例 11 已 知 射线 /以 角 速 
度 w 绕 其 端点 o 旋转 ,同时 点 
P 以 角速度 2w 绕 1 上 某 点 
作 半 径 为 > 的 圆周 运动 . 设 |oC | 
二 R, 射 线 / 及 点 卫 部 按 道 时 
针 方 向 旋转 , 试 求 点 卫 的 轨迹 
方程 。 71 
解 ” 以 o 为 原点 ,以 射线 ! 的 初始 位 置 为 x 轴 建 立 坐标 
系 ( 如 图 2 一 24) ,图 中 ox 是 经 过 时 间 上 后 射线 7 所 转 到 的 位 
置 ,P(z,y) 为 轨迹 上 任 一 点 . 4 及 分别 为 C.P 两 点 在 z 轴 上 
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[人 2 .23 


的 射影 ,Cz 是 过 C 点 与 oz 轴 间 向 平行 的 射线 ,DE 分别 是 
已 点 在 直线 4C 与 Cx 上 的 射影 ,因为 7 与 点 PP 者 按 道 时 针 方 
癌 旋 转 , 经 过 时 间 t, 有 ,Yor 二 wt, /XCP=2wt : 
“TCP 二 wt 十 2wt= 二 3wt 于 是 
r=0B=oA++AB=oA+hCE= |oC |coswtt |CP |cos3wt 
= Rcoswttreos3r. 
y ~ BP= AD= AC+-+CD= |OC |sinwtt |CP |sin3wt 
— Rsinwt rsinkK 3wt. 
故 己 点 轨迹 的 参数 方程 是 
大 一 recoscl 十 rcos3cot 


(为 参数 ) 


3 一 Rsinct 十 rslIn3cwt 
习 是 2. 3 


1. 一 条 直线 PQ 从 与 y 册 重 合 的 位 置 绕 定点 PC0， 5) 控 首 时针 放 
问 转动 ， 转动 时 推动 Rt 人 ABC 的 直角 边 CB 沿 or 轴 滑 动 ( 如 图 ) ,车 
|4C1=3, |BC| 二 4, 求 直线 PQ 与 直线 BA 的 交点 M 的 轨迹 。 


第 1 题 图 第 > 题 图 
2, 已 知 圆 x 十 y= 二 4,A、P Q 为 图 上 三 总 (如 图 ) , 且 4( 一 1， 
一 Y3),~Qa4P=30", 若 4P 的 倾斜 角 为 ,试问 6 为 何人 
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时 ,人 A4PQ 的 面积 为 最 大 ,并 求 出 这 个 最 大 值 . 

3. 过 点 MC2,1) 作 椭圆 C: 和 二 -一 1 的 弦 , 使 M 是 弦 的 
三 等 分 点 , 求 此 弦 所 在 的 直线 方程 . 

4. 如 图 ,在 直角 坐标 
系 中 ,已 知 和 矩形 o4BC 的 
边 长 1loA |==a, |oC|== ,点 
PD 在 Ao 的 延长 线 上 ,|Do| 
二 a. 设 MN 分 别 是 
BC 边 上 的 动 点 , 自 oM : 
MC=BN,NC 关 0, 求 直线 
DM 与 AN 的 交点 了 4 的 


轨迹 方程 ， 和 

5. 如 图 ， 石 直线 PQ 与 ABC 的 各 边 ， vAB.、 BC “CA 或 其 延 
长 线 相交 于 己 ， QR. 则 - 

AP ,BQ CR ] 

PPB -QC RA 


4 
6. 求 下 列 函数 的 最 值 
(Dy=2 Y2 一 r 一 3 V5—7 
(2)y=2 Vz 十 4 一 Vz 十 1 
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7. 如 图 , 圆 zx 十 六 二 1 外 有 定点 A(a;0) (a 之 1), 贺 上 有 
动 点 P, 在 人 oAP 中 ,一 4oP 的 平分 线 和 边 AP 交 于 点 Q@, 求 
动 点 Q 的 轨迹 方程 


第 7 题 留 


8. 设 机 轩 C 的 中 心 是 坐标 原点 ， 长 轴 在 并 轴 上 ， 离心 率 e 


_ 分， 已 知 点 P(0,) 到 这 个 相 殴 土 的 点 的 最 远 距 离 是 


“了 . 求 这 个 构 圆 C 的 方程 ， 并 求 椭 团 上 到 。 点 PP 的 距离 等 于 


/地 的 点 的 和 村 z 

9. 一 个 三 角形 的 底 边 固定 ， 各 也 一 定 , 求 的 委 心 的 
方程 ， 
“10. 正方 形 4BCD 在 直角 坐标 平面 内 ,已 知 其 一 条 边 AB 
在 直线 y= zf 十 4 上 ,顶点 C.D 在 抛物 线 xz==y: 上 , 求 正 方形 
ABCD 的 面积 ， 
也 . 设 过 原点 的 直线 与 圆 C;x tt2ay ta 0 的 
一 切线 垂直 ， 试 求 其 交点 的 轨迹 . 

12. 一 条 直线 经 过 点 PC(2,3), 且 和 两 条 直线 41:3zx 十 4y 十 
8 一 0,1):3z 十 4y 一 7 一 0 分 别 相 交 于 A、8B 两 点 ,大 148|=3 
v 2 , 试 求 这 条 直线 的 方程 . 

13. 某 飞机 的 飞行 高 度 是 600 米 , 作 水 平 飞行 时 的 速度 
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150m/s, 此 时 投 出 的 物资 .准确 地 落 到 了 指定 地 点 . 试问 飞机 
在 离 指 定 地 点 多 远 ( 指 水 平 距离 ) 处 开始 投 出 物资 ? (到 g= 
10m/s) 

14.& 取 何 值 时 ,直线 7 
y= 二 XZ 的 某 一 弦 . 

15. 过 双 曲 线 = 五 一 斤 一 1 上 任意 一 点 引 双 旧 线 的 切线 则 
焦点 到 这 切线 的 中 高 和 为 定 值 ， / 


3 2.4 参 次 方程 国 形 的 措 给 


前 面 已 对 由 曲线 求 其 参数 方程 及 其 应 用 作 工 一 些 介绍 ， 

以 下 将 讨论 如 何 共 参数 方程 作出 相应 的 秋 线 (图形 

”一 ,参数 方程 作 图 法 与 讨论 : | 

| 普通 方程 的 基本 作 图 法 是 提 点 法 即 取 二 系列 之 的 信 ， 
再 通过 y 一 f(x) 求 出 相应 的 y 值 ,由 (x， y) 在 直角 坐标 系 内 
定 出 对 应 的 点 ,然后 用 光滑 的 曲线 连结 起 来 即 可 . 因此 参数 方 
程 的 基本 作 图 法 是 在 参数 1 的 允许 值 范围 内 到 一 系列 数值 ， 
代入 参数 方程 , 求 出 一 系列 对 应 的 、 y 值 ,再 按 普通 方程 作 
图 即 可 . 这 种 方法 的 缺陷 是 ， 取 点 盲目 , 且 取 点 数目 多 ,运算 量 
大 ,繁琐 . 而 且 还 不 知 所 画 的 曲线 是 否 全 面 地 反映 了 方程 所 代 
表 的 曲线 的 主要 竺 征 . 

为 了 克服 这 一 缺点 ,就 要 在 讨论 参数 方程 以 前 事先 弄 清 
曲线 的 特别 性 质 . 现 仿照 讨论 普通 方程 的 方法 来 进 行 讨论 ,但 
不 像 普通 方程 那样 讨 j 仑 起 来 容易 . 

讨论 的 一 般 步 又 如 下 


(1) 截 距 1 站 

邻 EGG) 一 0, 解 得 上 一 上 GE 一 1，2， 0 则 本 4) 即 为 曲线 
在 x 轴 上 截 距 . 同 理 令 亚 (4)=0, 解 得 t=t,(j=1,2,…,n), 则 
BC) 即 为 曲线 在 zx 轴 上 的 截 距 . 

(2) 对 称 性 

对 任意 i(4 志 1 二 5) ,如 果 存 在 一 个 1 € [a,], 使 得 

O00) 若 B04)=B(), 0) 二 一 (同时 成 立 ， " 风 由 线 C 
关于 z 轴 对 称 ; ' 

(2) 若 BG)= 一 0) ,更 地) 一 W(t) 同 时 成 立 ， 则 曲线 C 
天 于 y 轴 对 称 ; 

GD) 车 BG )== 一 B02) ,于 必 )= 二 一 于 04) 同时 成 立 , 则 曲线 
C 关于 原点 对 称 ; 

(iv) 若 4 )= 二 WWQ) ,多 (4 )= 二 B(4) 同 时 成 立 ， 则 曲线 C 关 
于 直线 y=x 对 称 ; 

(Vv) 车 加 (2 二 一 王 () ,1 二 一 (1) 同时 成 立 , 则 曲线 
C 关于 直线 y= 二 一 xz 对 称 ; 

”为 了 得 到 :==4(2), 可 先 从 一 个 方程 ;例如 系 ()= 一 (2) 
解 出 t= 二 41(2)、A(t)、… 如 果 能 使 有 4 ) 一 吓人 , 则 曲线 关于 z 
和 

(3) 范 围 

在 a<<:<<5b 范 围 内 ， 如 果 |1@8(2) | 志 MM， 则 曲线 在 直线 z 
一 土 民 之 间 , 和 否则 可 向 左 或 向 在 无 限 伸 展 ; 如 果 | 到 (人 ( 昌 | 委 A， 
则 曲线 在 y 一 土 N 之 同 , 否 则 可 疝 上 或 同 下 无 限 伸 展 . 
”二 ,常用 方法 

参数 方程 的 作 图 一 般 方 法 : 

(1) 讨 论 参 数 方 程 对 应 曲线 的 一 般 性 质 ( 接 上 法 ); 

(2) 列 表 求 +、y 的 对 应 值 ; 
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(3) 在 直角 坐标 系 上 作出 相应 的 点 ， 描 点 连 线 即 可 1 
以 下 举例 说 明 . 
例 1 描绘 参数 方程 
z= lp 
(一 C00 之 1 之 十 00) 
y= 
所 表示 的 曲线 . 
” 解 ，(D 讨 论 ， (1 ) 截 距 120 时 ,对 应 ;的 < 入 部 为 
0 ,曲线 过 原点 ; 


机 _ ,得 上 一代 入 z+ 二 个 ,而 
王 ( 一 纺 一 广 ?, 故 曲线 对 称 于 轴 ; 


on .可 知 x 之 0. 所 以 曲线 在 y 轴 的 有 


方 . 又 y= 上 # 的 ye (一 covco) ,可 知 曲线 向 上 向 下 无 限 伸展 . 


(2) 列 表 求 zx、y 的 对 应 值 
(3) 描 点 作 图 (如 图 2 一 25). 


一 3 | 4.5 一 6.75 
一 2 |2 一 2 
一 ] 0. 5 — 0, 25 
0 0 0 
1 0. 5 0. 25 
2 2 2 
3 14.5 6. 25 


(4) 备 注 : 这 条 曲线 叫做 半 立 方 抛物 线 , 它 的 普通 方程 为 
Xi—2y=0 
另外 ， 某 些 普通 方程 所 表示 的 曲线 不 易 直 接 描 绘 , 但 在 引 
进 参数 化 为 参数 方程 后 ,和 作 图 就 比较 容易 . 
例 2 描绘 方程 y (2a 一 x)==z (a>0) 所 表示 的 曲线 
解 ” 邻 y=tz, 则 xz’[(1+#)z— 2at |= 二 0 于 是 得 参数 方程 
二 2at” 
二 +e 
2art’ 
”+t 
(1) 讨 论 : (了) 截 距 : 令 t 二 0 时 ,对 应 的 x.y 都 为 0, 曲 线 
经 过 原点 . 


(一 co 所 上 必 十 co) 


2al: _ 2at 
Qi) 对 称 性 : $ BE)=$0), 即 2 2 ,由于 分 
母 是 上 的 式 子 ,分 子 是 三 次 式 , 可 见 当 t = 一 t 时 ,Y(t) 
__ 2 2 二 i) 2ar 
V(t). 而 以 t t, 代 入 工 = ;得 ] i 14 
所 以 曲线 关于 z 轴 对 称 . 
GD 范围 :由 于 z 二 了 45;, 可 知 x 之 0, 由 线 在 y 轴 的 右 方 
2at” 2a 
又 z=; 一 
] 十 # 二 十 
大 ,可 见 曲 线 以 z 一 2a 为 渐 近 线 ， 曲线 向 上 下 无 限 伸展 
《2) 列 表 计 工 算 和 y 的 对 应 值 : 


《3) 描 点 作 图 (如 图 2 一 26). 四 
(4) 备 注 : 该 曲线 叫做 蕊 叶 线 , 它 是 公元 前 200 年 , 希 腾 数 
学 家 狄 阿 可 尔 为 了 解答 平面 几何 中 三 个 作 图 不 可 能 问题 之 一 
即 倍 立 方 问题 时 而 发 现 的 . 
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£ | 1 yi 


4 


yg 2 6 
例 3 描绘 方程 x 十 y 一 3ery 一 0(e>0) 所 表示 的 曲线 
解 ， 令 j= 坟 ， 则 x 十 A -Batre0 + 


:| 3at.. z 
{z=0 | 1 +t i : 
得 | 或 4 Cth 

i 二 0 3ar’ 
1 二 站 


由 于 后 一 式 中 当 4 一 0 时 ,x= 3 一 0， “所 以 后 式 为 曲线 的 参数 广 
程 
2 讨论 :可 以 按照 例 1、 例 2 的 方法 进行 讨论 ,这 里 我 们 
换 一 种 方法 ， 即 同时 从 普通 方程 以 及 它 的 参数 方程 两 方 面 ,并 
互相 结 会 来 讨论 曲线 的 性 质 . : 
中 ) 截 距 ; 当 :t=0 时 ,对 应 的 x、 y 值 都 是 0. 曲线 过 原点 
(i) 对 称 性 ， 在 普通 方程 中 ， 将 工 守卫 换 ， 方程 不 变 ， 可 
知 曲 线 对 称 于 直线 X=0 : 
“范围; 
当 一 ceo<: 忆 一 1 1 时 ,ro0， y<<0， 曲线 在 第 4 象限 内 ; 
当 一 1 之 :过 0 时 ,zx<0,y>>0, 曲 线 在 第 2 象限 内 ; 
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当 0<t 过 oo 时 ,zx>0,y>>0， 由 线 在 第 1 象限 内 :; 

(RN ) 渐 近 线 

为 了 探求 曲线 是 不 是 
有 渐 近 线 , 现 设 这 条 渐 近 线 
的 方程 为 ?一 Az 十 9, 把 它 代 
入 原 方 程 , 得 

ZX 二 (kro6b) ~— 3a(kr 
r=0 | 
和 (1 二 Dz 十 (3k°b— 
3ak)x :十 (3k0’ 一 3ab) z+ 
~—0 


如 果 所 设 直 线 是 渐 近 轩 2 27 
线 , 那 么 它 和 曲线 的 两 个 交点 在 无 穷 远 处 , 即 这 个 方程 应 有 两 
个 根 趋向 无 穷 大 ,所 以 ， 
1k 二 0 和 3k“6 一 -3ak 一 0 
,KR 一 一 1,0 一 一 Ca 


”于 是 直线 方程 变 为 y= 一 z 一 4 即 z 十 y 十 e 一 0, 这 是 曲线 
的 渐 近 线 


(2) 列 表 计 算 过 和 >y 的 对 应 值 : 

t 一 5 —3 一 2 一 1 0 l 

xz | 0.12a 0. 35a 0.864 一 co 0 1, 5a 

y | 一 0.6a 一 04a ”一 1.71a cc 0 1. 5a 
1 3 


t 一 一 2 3 一 一 


2 3 
| 1.33a 0.67ra 0.332a 一 1 .71a —2.84a 
710.6ra 1l.33a 096a 0.86a 1.89a 
ee 
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(3) 描 点 作 图 (如 图 2 27). 
(4) 备 注 ;该 曲线 叫做 柳 叶 线 或 笛 卡 儿 叶 形 线 . 


习 交 2.4 

1. 描绘 下 列 参 数 方 程 的 图 象 (1 为 参数 ) 

r= 二 tt 人 一 2 一 六 
0 
\y= ly=2—r 
{x=cosit [= 2acos0+acos20 
(3) (4) . . 

yy 一 Sin (y= 2asin0-— usin29 . 


2, 作出 方程 x 三 十 太一 车 的 曲线 ， 
3. 描绘 环 索 线 

一 1 

“十 1 

， (>0) 的 图 形 . 


CH 


光一 他 


一 Qt 二 一 一 
t 二 1 
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第 3 章 极 坐 标 方法 


直角 坐标 方法 是 常用 的 一 种 坐标 方法 ,但 并 不 是 用 数 来 
描写 点 的 位 置 的 唯一 方法 . 在 解决 某 些 问题 时 ,使 用 极 坐 标 
系 比 使 用 直角 坐标 系 更 显得 方便 和 自然 ,因此 , 极 坐标 方法 在 
” 解 题 中 被 广泛 应 用 .本章 将 在 揭示 直角 坐标 与 极 坐标 两 者 异 
” 同 的 基础 上 着 重 展 示 极 坐 标 方法 及 其 应 用 技巧 


$ 3.1 点 的 极 坐 标 和 曲线 的 极 华 标 方程 


一 ,主要 内 容 
直角 坐标 系 极 坐 标 系 
Yo P=oM,0= /AzoM 
i 
(zy) 为 点 P 的 直角 坐标 (0.9) 为 点 M 的 极 华 标 
EE | “ 一 -naP pe M 
/ | 和 


局 一 多 对 应 
与 (Cp,6) M ds, 

标 (—p,9 十 (2k 十 1)x) 

: si 

+ 于 XTh 

应 0 一 一 一 (0a)》 (eER) 
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( 续 表 ) 


直角 坐标 系 极 坐标 系 


Ai 若 ACz, » 了 1 ) .Blr, V2) * ] 苛 已 ( 01 “0, ) .Bo 0, )， 


Fr 可 


局 

距 则 | AB | ” 则 | 48| 

离 0 一 
信 = V(t) (yy) |= V Pi+ p20.p2c0s(0,—0,) 
式 z : 


: | posing = p'sing 十 pnsinOo 
| pcosl 一 Decos1 十 Prcosen 


| 
| | | 
" wf 
\ ,oo 
沧 | ， 4 
网 | 
| 7 一 .cos0 一 Vv sin | 2 :0 
: 六 = 
1 Law 一 Psinm 十 veosd t+a 
旋 
和 P. 
| 0 一 
用 
| 
一 一 + 
上 一 -一 
| | 2 一 士 WA 十 如 
2 hntr 
\ | 7 一 DOcosO jy | Fr 十 上 T(x 天 0) 
| y=psing + krcx = 0) 
| 
/ / (k € 2) 
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二 .应 用 举例 
1. 求 曲线 的 交点 坐标 
例 1 求 两 曲线 op 二 3co0s0,P== 1 4 cos0 的 交 局 至 标 (0S/ . 


<<2r). 
四 0 一 3cos0O | 和 (1) 
解 由 一 1 十 os (2) 
消去 2, 得 四 
3cos0 = 1 十 cosV 
"cos0 二 却 即 人 3 


把 9 的 值 代 回 方程 组 ,得 A, 一 志 ,w*= 亏 . 即 交点 的 极 从 
慰 是 (3 ， ,所 ) 与 (六, ,2). : 
又 因为 以 p=0 代入 式 (1) 得 一 了 ;以 0 一 0 代入 式 (2) 


得 g 一 ,而 点 (0, 二 )、(0,r) 都 表示 极点 , 故 极点 也 是 两 曲线 
的 交点 1 | 
评注 由 于 点 的 极 坐 标 
不 是 唯一 的 ,所 以 ,通过 解 极 
坐标 方程 组 来 求 两 曲线 的 交 
点 时 ,要 注意 有 无 重复 和 和 咀 
捍 . 如 果 能 够 找 出 al az ER, 
使 (0,a1) 与 (0,az) 分 别 满足 
两 条 曲线 的 极 坐 标 方程 ,还 要 | 
补充 极点 是 两 曲线 的 区 点. 习 -1 
例 2 求 曲线 一 6cos20 与 p 一 6coxg 的 交点 坐标 ， 
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0 一 6cos20 


解 由 得 cos20 一 cosb 
0 一 6cosO 
20 =2nnti0 (nnE€EZ) 
nn 
0 = 3 


们 kEZ, 当 n= 3k 时 ,06 二 2kx,p 二 6cos2kn 二 6 ,得 交点 A 


(6 ,2kr); 当 ) 一 3 十 1] 时 .0 一 2Ax 十 科 ,p 一 6cos(24x 十 红 ) 
二 一 3， 得 六 态 B( 一 3， 2px 十 村 ); 当 "一 34 十 2 时 ， 9 一 2Ax 十 全 
p= GcosC2hr 十 外) 二 一 3, 得 交点 CC 一 3 hr tT) 


因为 (0 人 十 元 ) 和 (0， kr 十 亚 ) 分 别 满足 两 曲线 方程 所 


极点 也 是 交点 
2. 判别 点 的 对 称 性 和 曲线 的 对 称 性 
例 3 试 证 一 点 了 Co,9) 关 于 . 
(1) 极 轴 的 对 称 点 的 坐标 是 5( 一 1)"o,nrx 一 0 
(2) 极 垂 线 (过 极点 了 极 钢 生 下 的 且 伙 ) 的 对 称 总 的 从 全 
是 5 一 1)0,2r 十 人 rr 一 0 
(3) 极 点 的 对 称 点 的 坐标 是 C( 一 1)” pe rant0). 
此 处 二 是 整数 ， 
证明 (1) 一 点 PCo， 9) 关 于 极 轴 的 对 称 点 的 坐标 可 写作 
(6 一 90) (一 DT 一 9) ,一 般 的 形式 为 (p， 2mr 一 9) 或 
[一 6, (2 十 1)x 一 人 ,这 里 六 是 整数 . 而 这 两 种 形式 又 可 号 
作 [( 一 1)"pwnx 一 丰 , 这 里 n 是 整数 
(2) 和 (3) 的 证 明 与 (1) 完 全 类 似 , 故 从 上 略 . 
评注 “本题 是 在 2 和 4 的 值 扩大 到 pE€ R、9E R 进行 讨 
论 的 ,如 果 规 定 p 宇 0， 0<0<2r. 则 一 点 ( 除 极点 外 ) 的 极 坐标 
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是 唯一 的 , 故 其 对 称 点 的 极 和 从 标 也 是 瞧 一 的 
例 4 若 P(o,b) 适 合 方程 p==f(0), 且 有 一 整数 n, 使 = 
(1)C5( 一 1)"p ,nx 一 外 也 适合 方程 , 则 此 曲线 关于 极 轴 对 
称 ; 
(2) CC—1)"p, nn (x— )] 也 适合 此 方程 则 此 曲线 关于 
极 垂 线 对 称 ; 
(3) CC(— 1)" ip, hr 十 们 也 适合 此 方程 则 此 曲线 关于 极 
点 对 称 . 

证 明 _(1) 由 例 3 知 ,P'[L( 一 1D"p,nr 一 0) 是 P 点 关于 极 
轴 的 对 称 点 ,而 P(o,b) 是 曲线 上 任 一 点 ,又 已 的 坐标 也 适合 
曲线 的 方程 , 即 说 明 曲 线 上 任 一 点 关于 极 轴 的 对 称 点 也 在 曲 
线 上 ,因此 曲线 关于 极 轴 对 称 . 

(2) 和 (3) 的 证 明 与 (1) 完 全 类 似 , 故 从 略 . 

评注 ”本题 也 是 在 coER、ER 时 进行 讨论 的 ,在 县 体 应 
用 时 ,只 要 取 其 中 某 个 定 值 4 进行 验证 即 可 . 但 要 注意 ,由 于 
点 的 极 坐 标的 多 样 性 ,所 以 当 取 某 一 个 定 值 ,坐标 不 适合 方 
程 时 ， 并 不 能 因此 就 断定 由 线 无 对 称 性 

例 5 试 证 曲线 p= 2 (a 是 定数 ) 关 于 极 办 对 称 


证 明 因为 以 (一 pr 一 fp 0)， 原 方程 成 立 ， 所 以 由 
线 关于 极 轴 对 称 . 

例 6 试 判 断 曲 线 C;p=9 关于 极点 、 极 轴 和 过 极 点 且 秋 
直 极 轴 的 直线 /的 对 称 性 . 

首先 ,容易 看 到 , 任 一 点 MC《p,90) EC 关于 极点 、 极 轴 和 直 
线 ! 的 对 称 点 分 别 为 M'( 一 06,0),M"(p, 一 9) 和 和 M 笑 一 po， 
一 候 . 因此 ,只 要 在 2 一 9 条 件 下 判断 点 M'、M" 和 MY 是 否 E 
C 就 行 了 . 
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显然 ,M (一 0,0) 是 不 满足 2=0 的 ,正如 上 述 , 即 使 如 
此 ,也 不 能 判定 M EC. 因为 根据 极 方程 的 特点 ,这 样 判定 至 
少 在 理论 上 是 没有 根据 的 . 然而 , 则 于 M' (一 ,0) 所 有 形式 的 
极 尝 标 都 包含 在 (( 一 1)，( 一 6) .0 二 nr) 一 (人 (一 1)+10， 
9 十 nz) 中 ,所 以 ,可 将 统一 形式 的 极 坐 标 化 入 方程 op==6 得 

z (1) p=0+nn 
因为 p==0, 故 又 有 (一 1)"”*10==6 十 nx, 其 
[( 一 1)” 一 136 = nr 

由 于 0 是 任意 
”实数 ,显然 不 存在 
整数 ”使 上 式 成 
立 , 这 说 明 , 无 论 是 
M 的 哪 种 形式 的 极 
坐标 ,都 不 满足 方 
程 2=0 故 可 判定 
AM EC, 从 而 曲线 ( 
关于 极点 不 对 称 . 
依照 同样 方法 可 以 
判定 ,曲线 关于 极 轴 z 
也 不 对 称 ,而 关于 极 | 导 3 一 2、 
垂 线 / 是 否 对 称 呢 ?因为 二 90, 所 以 一 0 一 一 0. 即 M"( 一 ,一 90) 
适合 方程 二 90, 可 判定 MEC, 从 而 曲线 CG 关于 极 垂 线 对 称 
(图 3 一 2). z 

例 7 讨论 曲线 p==a*cosbcos29 的 对 称 性 . 

解 ”因为 以 Co, 一 人 代 (p,.0) .方程 成 立 , 所 以 曲线 关于 极 
轴 对 称 . | 

义 因为 对 于 任意 的 整数 ,以 nx 十 (x 一 候 代 8, 则 
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a*cos [nz 十 (rr 一 和)]Jcos2fmx 十 (TOY 
=(—1) pI i 
所 以 曲线 关于 极 垂 线 不 对 称 . 
同 理 ， 对 于 任意 的 整数 以 nz 二 6 代 0， 网 
azcosCnr 十 gcos2Gir 十 六 一 (一 De 天 (一 Dp 
” 故 曲 线 关于 极点 也 不 对 称 / 上 
3. 判定 曲线 方程 的 等 价 性 加 
从 表示 同一 由 线 的 卫 个 方程 条 为 于 为 从 广 | 
二 极 坐标 方程 C0) = 0 和 Flp， 0)= 0 演 必 了 3 更 
条 ， 你 他 们 是 等 从 的. / 
(1) 若 Pipi, 扣 ) 使 Fi(p1,0.)= 0 成 立 ， 则 存在 整数 ” 席 
F.C((— 1)" ojxr 十 0) 一 0 成立; | 
(2) 车 Plps;0;) 使 FF,(p;,0,) = 二 0 成立， 则 存在 整数 使 
A 一 1])"osynr 十 90) 二 0 成立. 
例 8 化 人 一 ez 下 7 一 0 为 极 坐标 广 


程 . 
解 ”将 rz 二 pcos9,y 二 psinb 代入 原 方 程 ， 局 理 得 
02 一 efpcosl 十 力 ) 
4 ep : 
即 得 z (1 一 ecos6b (1) 
一 ep / \ 
4 一 1 十 ecosL (2) 
将 方程 (1) 变 形 为 
ep z 
(一 1 1 yr 
令 &=1 时 ,有 
加 ' . _ ep 
”1 1 十 ecos6 
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故 方 程 (1) 和 (2) 等 价 . 
所 以 极 坐 标 方程 为 


( [一 < 人 或 ?= i 二 TFsD) 四 
评注 在 化 直角 坐标 方程 为 极 坐标 方程 时 、 得 到 几 个 形式 
不 同 的 方程 后 , 需 判断 一 下 其 等 价 性 ,从 中 选择 出 正确 的 答案 . 
“ 例 9 化 zx 十 zy 一 5x: 一 y: 十 4+ 二 0 为 极 坐标 方程 . 
解 ”将 z= icOSsO ， y= psing 代入 原 方程 ， 整理 得 
| plp 一 4co0s0) (Cpcosg 一 1 )=0 
因为 方程 ==0 只 表示 极点 ,而 极点 在 曲线 po 一 4cosg 一 0 上 ， 
所 以 可 倒 去 方程 p==0. 
下 面 判断 方程 p 一 4cos6 二 0 与 ccosb 一 1 一 0 是 否 等 价 . 
将 方程 p= 二 4cos6 以 [( 一 1)"prnx 十 们 代 (0,0), 得 
(一 1)"p = 4cos (nr 十 0) z z 
当 ”为 奇数 时 ,得 p= 二 4cos0; 当 为 偶数 时 ,也 得 p= 
4cos0, 故 方程 0 二 4cos9 与 pcos0 二 1 不 等 价 . 
所 以 极 坐 标 方 程 是 
(o 一 4cosb)(pcosg — 1)=0 
例 10 化 极 坐标 方程 一 sinb 十 2cosg 为 直角 坐标 方程 
解 .因为 当 0= 一 arctg2 时 p=0, 即 极点 坐标 适合 原 极 
佣 标 方程 ,所 以 可 将 方程 两 边 同 乘 以 o, 得 
2 一 psinl 十 20cosVC 
转化 为 直角 坐标 方程 
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十 了 二 yy 十 27 即 (r 一 1)? 十 (y 一 2) = 


评注 为 了 直接 应 用 x= pcos9,y== psinb 来 转化 方程 ， 
常 需 在 方程 的 两 边 同 乘 以 po' (xnEN), 但 心 须 检验 极点 坐标 是 
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否 运 合 于 原 极 坐标 方程 

例 11 化 极 坐标 方程 p= ob(a>0) 为 直角 坐标 方程 

解 由 于 p 可 以 取 正 值 、 负 值 或 零 ， 因此 以 p= 
土 Yx 十 代入 原 方 程 ,得 


当 z 尖 0 时 ,得 
+ VX 十 六 二 a * (arctg 一 二 kx) (Ck E 2) 


容易 证 明 ， 分 别 取 正 、 负 号 的 两 个 方程 不 等 从 
yy 一 士 a(lkx 十 7) (k EZ) 
显然 ,分 别 取 正 . 负 号 的 两 个 方程 等 价 . 
” 故 原 极 坐标 方程 的 直角 坐标 方程 为 
士 Vr y =alarctg 一 十 Ar) (rz 闪 0) 玉 CE) 


一 Qa(Rr 十 5) (x = 0,k€ 2) 
例 12 ”化 极 坐标 方程 pcos* =a 为 直角 坐标 方程 


解 ”由 原 方程 ccos: 二 a 得 


,1L+eog pods 


再 平方 ,得 
= (2a x) 好 y = 4da(lx C— a) 
评 注 ”这 里 由 p= 二 2a 一 x+ 两 边 再 平方 时 ,方程 增加 了 Pp 
二 zx 一 24 的 解 , 即 osin: =a, 但 由 于 ocos: 一 与 psin 
二 一 a 为 等 价 方程 ,所 以 原 极 坐标 方程 的 直角 坐标 方程 为 y 
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习题 31 


人 , 税 - 上 


1 家 要 办 上 到 点 (1V 了、 的 色光 等 于 5 的 上 的 毕 标 

2. 己 知 点 A(p1.01)、B(p2o0,) 的 极 坐 标 满足 如 下 关系 : 0 0 0 
二 2 一 0. 问 4.B8 两 点 具有 已 样 的 对 称 性 ? | 

3, 求 两 曲线 p= Leosg.p= 大 的 交点 从 标 (os0<2m 

4. 已 知 两 曲线 的 极 坐 标 方程 为 P™ sin30, P 王 cos29. 求 它们 的 交点 
坐标 (0 所 9<2z)，。 ~” 


5. 试 证 下 列 曲线 关于 极 轴 对 称 ， 
(Dp=sin 1(2)p 二 sin E(k 是 定 自然 数 ) 


6. 试 证 下 列 曲 线 关于 极 垂 线 对 称 : 

(1)p=ab(a 是 定数 );(2)p=sin 人 | 

7. 试 证 下 列 曲 线 关 于 极 加 对称 : 

(Dp =sin20; (2)p=cos — EA : (3)0=cos 二 (kEN) 

8. 讨论 曲线 p= asin3 (a>0) 的 对 邦 性 

9. 判断 p 二 sin 二 5 与 po 一 cos 是 奋 等 价 ? 

10. ea 一 了 为 家 是 标 广 程 . 

11. 化 妇 一 2a(y 十 可 ) 为 极 坐 标 方程 

12. 化 p=2 一 sinb 为 直角 坐标 方程 

13. 化 p= V1 一 sin2g 为 直角 坐标 方程 . 

14. 化 prsin8 十 p==0 为 直角 和 坐标 方程 | z 

15. 试 证 p= 二 a (sec0 十 csc0) 表 示 等 轴 双 曲线 ,并 证 pcos0 二 a,psin0 
a 是 它 的 两 条 渐 近 线 

16. Po 6) Patps2) 为 旱 线 np 一 ag (2pmsS0<< (2 十 2)mkE 
Z) 土 任意 两 点 ,直线 0 一 5- (9 十 92) j 曲 线 的 交点 P 的 极 径 是 p. 求证 : 
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P=p1* pz. | 
17. 已 知人 A4BC 三 二 顶点 的 极 坐 标 为 Af{p;,0.).B(ps ,0,)., co， 0;)， 
求证 ， = 


9 一 玉 | evessin(2 一 外) 十 psin(g — 0,) 十 pspisin (0, — 0,)| 


$ 3.2 .曲线 的 方程 与 方程 的 曲线 


一 .主要 内 容 
曲线 世上 的 点 和 方程 Kp,9) 一 0 的 解 有 如 下 对 成 关系 : 
(1) 曲 线 工 上 每 一 点 的 极 坐标 中 至 少 有 一 个 是 方程 的 
解 ; . z 

(2) 以 方程 的 解 为 坐标 的 点 都 是 曲线 工 上 的 点 . 

把 这 个 方程 叫做 曲线 工 的 方程 ;这 条 曲线 叫做 方程 的 曲 
线 . 

曲线 的 极 坐标 方程 的 建立 方法 , 同 直角 坐标 系 下 建立 普 
通 方 程 P(r,y) = 二 0 的 方法 类 似 ,实际 上 是 确定 表示 动 点 位 置 
的 要 坐标 Cp,6) 中 的 径 坐 标 变数 2 和 角 坐 标 变数 0 之 间 的 解 
析 关 系 . 

由 已 知 的 极 坐 标 方 程 作 图 , 设 值 描 点 法 是 最 基本 的 方法 ， 
在 设 值 过 程 中 ,不 可 能 也 不 必要 将 9 的 可 取 值 取 遍 ,这 就 需要 
先 对 曲线 的 范围 .对 称 性 等 作 些 必要 的 讨论 ,然后 再 着 手 设 什 
描 点 ， 

二 应 用 举例 

1. 由 几何 轨迹 求 方程 

例 1 设 有 一 个 直角 三 角形 0AP , 它 的 斜 边 04 等 于 定 
长 24, 求 直角 顶点 了 的 轨迹 的 极 坐标 方程 
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解 ” 取 射线 O4 为 极 轴 . pip,0) 
O 为 极点 , 见 图 3 一 3,0O4 一 : 
24， 
设 直角 顶点 为 PP, 办， 
则 在 直角 三 角形 O4P 中 ， ? 
OP 一 (CO4cosl 
即 po 一 2acosg (Okn,kEZ) 
这 就 是 所 求 轨 迹 的 方程 ,是 以 斜 边 为 直径 的 一 个 圆 . 
评注 ”在 建立 曲线 的 极 坐 标 方程 时 ,首先 要 选取 适当 的 
坐标 系 . 不 同 的 极 坐 标 系 下 的 曲线 方程 的 形式 是 不 同 的 ,但 并 
不 改变 曲线 本 身 的 性 质 . 通常 极 坐标 系 的 建立 ,总 是 选取 使 方 
程 尽 可 能 简化 的 位 置 条 件 . 一 般 选 取 定 点 、 定 直 变 来 作 极 点 、 
极 轴 ,或 是 在 与 定 直线 平行 或 垂直 的 方向 上 选取 极 轴 . 
例 2 如 图 3 一 4 所 示 ， 
Po,g) 已 知 定 圆 C 及 其 外 一 定点 
e. 在 圆 C 上 任 取 一 点 4, 连 
结 0o4 ,入 04 为 一 边 作 正三 
角形 oAP 使 o、A、P 按 道 
时 针 旋 转 排列 . 试 确定 了 点 
轨迹 的 极 坐 标 方程 . 
解 “以 定点 o 为 极点 ， 
射线 oC 为 极 轴 , 建 立 坐 标 
设 oC=a, 圆 (的 半径 为 ,在 圆 上 任 取 一 点 4 ,连接 o4 , 作 
正三 角形 oAP ,并 设 P(p.,0), 连 结 AC ,在 人 vAC 中 ,04 二 6,oC 
=a,AC=r, 了 人 AoC 二 9 一 , 则 由 余弦 定理 ,得 


名 3 一 : 
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下 0 十 大 一 和 工 式 . 
costl 一 3) 一 - 区 二 一 (3 和 /三 本 十 arcsin 一 ) 


这 就 是 所 求 轨迹 的 方程 . 作 平移 变换 ,使 极点 移 到 (a， 
3 到 方程 化 条 P=. 故此 轨迹 是 以 (a, 记 ) 为 图 心 ,r 为 


半径 的 圆 ， 

评注 

1° 在 确定 p 和 9 的 解析 关系 Fo, 的 一 0 时 ,由 于 5 是 线 
段 的 数值 ,9 是 秆 的 数值 ,而 三 角 函 数 是 建立 线段 数值 和 角 数 
信和 间 的 关系 的 函数 ,所 以 三 角 函 数 在 求 曲 线 的 极 坐 标 方程 时 
被 经 常用 到 . 四 | 

2* 此 例 若 设 极 轴 在 与 oC 垂直 的 直线 上 , 见 图 3 一 5、3 一 6 
则 曲线 方程 相应 地 变 为 站 


2 2 2 
sin (0 一 村) = (于 <o< + arcsin £) 


sin(= — 0) = 


(-—— 二 0 之 Hz 十 arcsin 一 ) 


10] 


例 3 见 图 3 一 7,4B 是 
圆 o 一 直径 ,是 14B| 二 2a(a 关 
0) ,M 是 加 上 一 动 点 , 作 MN 
4B, 季 足 为 N, 在 oM 上 和 
尽 了 ,使 loP|==|INM|, 求 点. 
的 轨迹 . 

解法 一 ”建立 如 图 3 一 7 
的 直角 坐标 系 , 则 圆 o 的 方程 
| 


r? 十 y? 一 272 
当 版 以 在 上 六 图 周 上 运动 时 
“loP| = IMN|,|oC| = |oA7 | ， LPoC = 一 LoMN 


.NPoC QANMo 
“LCPo = LoNM = > 
即 CP |oM 

设 点 了 的 坐标 为 (x,y) ,又 点 C 为 (0， 2) 则 how 一 二 ,her 


_ > 一 2 , 故 有 
,4 |] 
: r a 
a XYyY—ay=0 


同 理 , 当 点 MM 在 下 半圆 周 上 运动 时 ,有 
/ 7 十 y+ 十 ay 二 0 : 
所 以 点 了 的 坐标 满足 方程 x* 二 yy 土 ay 二 0, 其 轨迹 为 两 
个 圆 . 
解法 二 ”建立 如 图 3 一 8 的 极 坐 标 系 , 设 和 点 了 的 坐标 为 
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(0,0), 则 |oP l=p, |MN |= |asing| 
.0 二 十 asin0 
其 轨迹 为 两 个 圆 . 
评注 ”以 上 解法 一 与 解法 
二 给 出 了 这 样 一 个 事实 ,由 于 
极 坐 标 系 中 的 径 和 坐标 数 直接 给 
出 了 动 点 到 原点 的 距离 , 角 坐 
标 数 显示 了 与 极 轴 夹 角 的 大 
” 小 ,所 以 在 处 理 与 距离 或 旋转 
站 有 关 的 几何 问题 时 ,使 用 极 坐 
标 系 较 使 用 直角 坐标 系 具有 直观 .简便 、 计算 量 小 等 优点 . ! 
例 4 设 。 为 圆 的 圆心 ,M 为 圆 内 一 定点 , 任 作 一 半径 
0B ,连结 MB ,并 上 自 M 作 MMB 的 季 线 MP 交 08 于 了 . 试 求 点 
P 的 轨迹 方程 . | : 
解 ” 建 立 如 图 3 一 9 所 示 
的 直角 坐标 系 , 设 定 圆 的 半径 
为 w, 定 总 到 征 圆 的 距离 oM 
一 了, 则 点 Blacos9,asin6),M 
(5,0). 又 以 o 为 极点 ,z 轴 的 人 
正 半 轴 为 极 轴 建 立 极 坐 标 系 ， 
设 P(o,6) 为 轨迹 上 任 一 点 ， 
则 P 在 直角 坐标 系 下 的 坐标 
为 (pcosg,psing)， 图 3 一 
psing asing 


PM LMB,kru = Hog b's ™ jcos0 5 


psing asind 
~ pcos0—b acosg 一 8 


= 一 1 
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(2 一 acos0) 
“一 ‘bcos -一 a 


评注 “为 了 解 题 方便 ,也 可 将 直角 坐标 系 与 极 坐标 系 一 
起 使 用 . 这 样 互相 补充 ,各 取 其 长 ,能 减少 计算 量 ,增强 解 题 技 
巧 性 


(0 过 027) 


例 5 半径 为 a 的 定 圆 上 有 了 两 个 动 点 卫 .Q ,同一 时 间 目 
圆 上 定点 4 出 发 按 道 时 针 方向 作 匀 角速度 运动 ,点 了 的 角 速 
度 为 w, 点 入 的 角速度 是 点 己 的 &A 倍 (为 定数 ). 试 求 线段 
PQ 中 点 M 的 轨迹 的 极 坐 标 方程 . 

分 析 点 P.Q 的 位 置 由 
时 间 确 定 , 取 运动 时 间 上 为 参 
数 ,点 P.Q 的 极 坐标 即 可 确 
定 . 从 而 点 M 也 可 确定 . 

- 解 如 图 3 一 10, 取 圆心 o 
为 极点 ,射线 o4 为 极 轴 ,建立 
极 坐 标 系 . 取 点 PP.Q 目 点 4 
出 发 运动 的 时 间 :为 参数 ,所 I 3 一 10 
P.Q 的 角速度 分 别 为 wkwo, 故 点 P,Q 鸭 机 各 多 分 别 为 人， 
wb 和 (avRot). 设 设 MC 0) 为 轨迹 上 任 一 点 


po =oPcos( oP ,oM) = 一 - QCOS ke a 一 QCOS 记 ld1) 
0 一 方 (ku 十 wt) 一 or 《2 ) 
从 (1)、(2) 中 消去 参数 1， 四 得 轨 近 四 极 符 标 方 各 为 
COS & 一 0 
0 一 “os 十 


例 6 给 定 半 径 为 a 的 圆 及 其 上 的 定点 o, 过 。o 任意 作 
弦 , 求 这 些 弦 的 中 点 的 轨迹 . 
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解 ” 见 图 3 一 11 取 0 为 极 

点 ,过 o 的 直径 所 在 的 射线 为 极 

轴 建 立 极 坐标 ,那么 这 时 的 已 知 
圆 方程 为 

P= 上 4QcCOS9 

设 过 0o 的 任意 强 oP 的 中 

点 为 Ml(p,9) ,Po 的 坐标 为 《po、 . 

%) ,那么 显然 有 - 图 3 一 11 


oo 二 0 名 一 9 (3) 
i P, 在 已 知 加 上， 从 而 有 | 
Po 一 LacOsH | (4) 
并 (3) 代 入 (4 ,得 
20 =2acosg 
妈 0 一 acosg 


这 就 是 所 求 的 轨迹 方程 , 它 是 一 个 半径 为 5 的 圆 

小 结 与 直角 坐标 系 下 求 曲线 的 方程 类 似 ,在 极 坐 标 系 
下 求 曲 线 的 方程 也 可 按 以 下 几 种 方法 进行 分 类 ， 

1° 直接 由 轨迹 上 的 点 所 满足 的 几何 条 件 列 出 等 式 ,然后 
代入 坐标 ,得 到 动 点 坐标 所 满足 的 方程 ,这 种 求 轨 迹 方程 的 方 
法 叫做 直接 法 . 如 例 1 用 的 就 是 直接 法 

2° 将 动 点 好 的 坐标 (p,b) 转 移 到 题 中 给 定 的 图 形 上 的 点 
的 坐标 ,以 间接 地 求 得 动 点 M 的 轨迹 方程 ,这 种 方法 叫做 转 
移 法 . 如 例 6 用 的 就 是 转移 法 ， ， 

3* 将 曲线 上 任意 点 的 坐标 p、 g 都 表示 成 某 个 参数 ， 的 了 
数 ,然后 消去 参数 上 得 p.9 的 关系 式 以 得 到 动 点 的 轨迹 方程 ， 
这 种 方法 叫做 参数 法 . 如 例 5 用 的 就 是 参数 法 . 
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.读者 应 根据 已 知 条 件 ， 灵活 地 选 树 方法 ， 才能 赛 效 ， 
2. 由 方程 研究 曲线 z 
例 7 作 po=cos20 的 图 象 . 
解 设 fCp， 0) 一 o 一 coOs20 
“fp 一 人) 三 0 一 cos2( 一 0) = 一 COs21 
Fo,r 十 g) 一 0 一 cos2(x 十 9) =p— cos20 
f (psn — 0)=0— cos2(x 一 的 一 0 一 Cos2 
.曲线 关于 极 轴 、 极 点 、. 极 垂 线 都 对 称 、 
又 因为 p==cos20 拟 1, 且 Pp 之 一 1， 所 以 划 线 在 加 0 一 1 的 
内 部 或 圆 上 . 


为 了 利用 对 称 性 ， 先 作 出 在 0 所 6 迄 一 范围 内 的 图 象 , 设 


值 列表 如 下 : | 
] xz nt n n 
1 
P | 1 区 0 一 污 一 1 
由 此 可 描 出 图 中 实 线 部 
分 ,再 由 对 称 性 即 得 全 图 . 这 
种 曲线 叫 四 叶 玫 瑰 线 , 见 图 3 
一 12 


评注 “在 利用 对 称 性 描 
图 设 值 列表 时 ,必须 注意 po< 
0 的 点 不 能 一 概略 去 ,比如 此  “- 
题 若 略 去 二 0 的 点 , 则 得 到 | 
的 曲线 只 有 左右 两 浴 了 . “3 一 2 
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例 8 作 p- 2sin 气 的 图 象 
解 以 (一 osx 一 罗 代 (or 以 (6,3r 一 0) 代 (Co,O)、 以 


(p,3xr 十 9) 代 (po,6) ,方程 都 不 改变 ， 履 巾 线 关于 要 四 极 垂 线 、 
极点 都 对 称 . 


显然 ,曲线 在 图 p==2 的 内 部 或 图 上 ， 


由 ?2sin 全 一 0 有 0 一 5 (REZ)， 改 曲 线 过 极点 


又 因为 当 0 一 rz 时 ,o 一 V3 ,0= 4r 时 ;0p 二 V3 
六条 有 卫 交 点 (Y 3 ww 和 CV 4 ) 


. 了 /Tse /3 ss 
利用 对 称 性 ,可 先 作出 C0, 沁 ] 内 的 图 象 . 设 什 列 表 如 下 : 


9 | 0 4 .2 Yi 7 2 
2 | ? 1 V3 2 V3 1 

由 此 可 描 出 图 中 实 线 
部 分 ,再 由 对 称 性 即 得 全 
图 , 见 图 3 一 13. 

评注 ”在 接点 作 图 时 
还 要 注意 不 要 将 国 数 的 周 
期 当 作 曲线 的 周期 ,如 例 


8. 和 若 将 sin 和 的 周 其 3x 当 
作曲 线 的 周期 ,把 9€ [3x， 
67#j 的 图 象 看 作 是 CE [0， 
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3 站 的 图 象 的 重复 ， 则 得 到 如 图 3 一 14 的 曲线 . 


人 314 
例 9 作 2 一 azcos20 图 象 . 
解 显然 曲线 大 于 极 轴 、 极 素 线 、 极点 部 对 称 ,. 
02 一 azcos20<a: 
SOC [al 


多” “cos20= 全 之 0 


,RA F<20<2kr 十 芭 ,BN kr 0krA 7 (kEZ) 


2 4 
故 曲 线 在 9 一 一 工 .0 一 工 两 射线 之 间 和 0 二、0 一 3 


射线 之 间 , 由 对 称 性 可 先 在 [0, 本 内 设 值 计算 ; 


两 


工 
o 0 EY 


Em 


p ta 士 0.93 十 0. ?7a 0 


其 余 各 点 由 对 称 性 可 得 ， 这 种 曲线 称 为 双 纽 线 ， 多 图 3 一 15. 

例 10 作 Pb 二 a(i 十 tg (a 宇 0) 的 图 象 . 

解 ACp. 从 代 (pn), 广 各 不 变 , 攻 出 线 关于 要 训 对 称 
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由 于 9 趋 于 本 时,tgg 趋 于 
-, 故 p 也 趋 于 co ,因而 曲 
线 可 伸 至 无 穷 远 . 

令 p04 : 
时 曲线 过 极点 ; 令 9=0， 
则 2 一 0， 得 极 轴 上 -- 交点 
Ca,0); 令 0 二 x, 则 p 二 a, 得 男 一 交点 (4s) 1 出 
o 不 存在 , 故 与 极 垂 线 无 交点 . 

由 对称 性 可 先 作出 0， r 耻 的 图 象 ， 设 值 列表 计算 ， 


2n 3 5 


名 3 


由 此 可 描 出 图 中 实 线 部 分 ,再 由 对 称 性 即 得 全 图 , 见 图 3 一 16. 
例 11 作 p==acos9 十 6 
的 图 形 . 
解 可 令 全 pb1= acosy,p, 
一 0, 则 p= -0 十 pz, 但 因 方 程 


| 
\ 


/ ’ 0 一 acos0 与 2 一 分 别 表 示 
以 点 A( 忆 ,0) 为 中 心 .5 为 半 
| | 径 和 以 极点 为 中 心 .5 为 半径 
对 3 一 16 的 圆 cl 和 6c, 故 p= P+ps 的 
图 形 也 就 很 容易 描 出 了 . 具体 步 又 为 ， 


(1) 作 圆 《1 和 (52， 
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(2) 过 极点 任 作 若干 条 射线 (让 其 尽量 散布 均匀 ), 找 出 各 
射线 与 圆周 c 与 c: 的 交点 , 则 这 些 交 点 的 极 径 即 w 和 2 

(3) 在 每 条 射线 上 , 作 极 径 为 p=pi 十 ps 的 点 ,再 把 这 些 
点 光滑 地 连接 起 来 , 即 得 所 描 的 曲线 图 形 ( 图 3 一 17). 此 即 所 
谓 巴 斯 加 蜡 线 ,其 中 a=b 时 ,又 称 为 心脏 线 . : 


z | 半 3 一 1 
评注 “本 例 是 将 co 一 acos9 十 b 分 解 为 两 个 易 作出 的 图 p， 
二 acos0,ps 二 b, 再 由 Pp 二 pi 十 ps 作出 要 求 的 曲线 . 用 类 似 的 
方法 还 可 作曲 线 
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p = dasind + cos(0 卡 XW) ,.、 z 

z 四 6 

今 .0zsing mr- 一 二 2 财 o=o 十 D， 
本 | asing, {好 COS +4+x) COSG- 则 pe: 1 十 多 由 
于 前 者 表示 闹 周 C, 拓 者 表示 直线 7, 故 由 p= 二 ai 十 pz 可 拱 出 所 
整 求 的 村 线 ; 见 图 3 一 18， 


3 一 18 
值得 注意 的 是 .上述 0 2 和 0 都 是 对 应 同一 极 角 9 的 极 
径 , 且 bp 是 pi 与 Pp: 的 代数 和 .  : | / 
小 结 为 了 能 既 准 确 又 迅速 地 作出 极 坐 标 系 下 的 曲线 ， 
一 般 可 先 对 以 下 天 方面 进行 讨论 : ， 
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1" 曲线 是 和 否 关 于 极 轴 、 极 息 线 .极点 对 称 ; 

2 p.9 的 取 值 范围 ; 

3" 曲线 是 符 过 极点 ,与 极 轴 , 极 垂 线 是 否 有 交点 ; - 

4° 类 似 于 p=asinng. Pp 一 acosn0(n EN) 的 玫瑰 曲线 ,5 可 
先 确定 商 数 ， 以 免 遗 漏 ， 以 上 两 曲线 , 当 ”为 偶数 时 有 2n 辩 ， 
当 2 为 奇数 时 有 二 办 

5* 对 有 些 方程 还 可 先 经 过 变形 变换、 分解. 例如 二 


5 VY 3 cos0 一 5sin8, 可 先 将 方程 变形 为 为 p= 二 10cos (6 十 如 ) ,再 经 


过 旋转 变换 ,得 圆 p' =10cos8' ,如 例 11. 这 样 作 图 就 容易 多 
了 . 


可 是 3.2 


1. 已 知 4、B 两 点 , 自 A 作 AH 垂直 于 过 4 的 任意 直线 , 它 的 重 足 为 恕 
(1) 求 4H 中 点 的 轨迹 ,并 说 明 形状 ; 
(2) 于 AH 上 取 P 点 ,使 AH.、AP==k*(k 为 非 零 常数 ), 求 PP 点 的 
轨迹 ,并 说 明 形状 
2. 动 三 角形 底 边 固定 , 顶 角 为 ata 为 非 零 常数 ). 求 其 顶点 的 轨迹 . 
3. 已 知 一 定点 o 及 一 定 直 线 HK. 
定点 到 定 直线 的 距离 为 a.4 这 0, 自 o。 引 
射线 交 请 K 于 QQ@. 在 射线 oQ 上 取 点 已， 
使 QP=5,p>>0, 求 已 点 的 轨迹 . 
4. 设 园 王 十 关 一 27y 一 0 上 有 任 - 
点 尸 ,在 o 忆 上 有 一 点 入 ,与 直线 y 一 2 
的 距离 4==PQ, 求 Q@ 的 轨迹 . 
“5. 已 知 定 贺 o 的 直径 4 有 = 2r， 
BC 是 过 巨 的 一 条 动 弦 , 延 长 6C 到 ”第 3 题 图 
D, 使 CD=BC, 求 4C,oD 的 交点 已 的 轨迹 方程 . 
6. 已 知人 ABC 的 顶点 4 不 动 ,BC 在 一 条 直线 上 滑动 ,但 BC 的 长 
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不 变 , 求 此 动 三 角形 外 心 的 轨迹 . 
7. 求 基 贺 半径 为 + 的 浙 开 线 的 极 坐标 参数 方程 
” 8. 一 定 角 上 40B 内 有 一 一 动 点 P, 引 PALo4,PB1oB, 使 四 边 形 
” 4oBP 的 面积 为 定 值 , 求 动 点 P 的 轨迹 方程 : 
9. 试 求 下 列 图 形 四 
(1 yp=asin29 (a>0); (27 0 一 cos30; |- 


(3) p =atg (a > 0)) (4) p = cos 5 


/ 4 
10. 作 p= 二 一 一 二 一 一 一 一 一 的 图 象 
2 一 YY 3 cos 十 Sin 


3.3 第 见 见 由 线 的 搞 举 标 放 各- - 


一 \ 主 要 内 容 
1. 直线 与 司 
过 极点 的 直线 圆心 在 极点 的 圆 
0=a w =r 六 
0 谦 
直线 的 法 线 式 | 过 极点 的 圆 一 ,，。、 
p I vos(0—a)=P | p=2rcos (0— ua ® / 
0 0 A 
过 A、 8 两 点 的 直线 : 圆 的 一 般 式 
sin(0,—0,) _ sin(0,—0, D sin(6—6 p—2apcos(f -a) -a=r? 
1 pI oz 
ACp1,) 
Blps ,0,) 
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根据 统一 定义 ， “与 一 个 定 点 ( 焦 点 ) 的 路 高 和 一 条 定 直线 
( 准 线 ) 的 距离 的 比 等 于 常数 。 的 点 的 轨迹 ， 当 0<e<l 时 是 
懈 殴 ; 当 >>1 时 是 双 曲 线 ; 当 eo 一 ] 时 是 抛物 线 . "推导 出 在 极 
坐标 系 下 圆锥 曲线 的 统一 方程 为 


当 方程 表示 椭圆 时 ,定点 是 它 的 左 焦点 , 定 直线 /是 它 的 无 
准 线 . 当 方程 表示 抛物 线 时 ,开口 向 右 . 当 方程 表示 双 曲 线 时 ， 
若 P 和 8 有 如 下 限制 :0<0<2m;p 之 90, 这 时 只 表示 双 曲 线 右 
支 .定点 了 是 双 曲 线 的 右 焦点 ， 定 直线 /是 其 有 准 线 如 果 人 多 
许 Co<0, 方 程 就 表示 整个 双 曲 线 . 

3. 等 速 蛇 线 

从 点 。 出 发 的 射线 /. 绕 点 作 等 角 违 度 的 转动 ,同时 上 
M 沿 ! 作 等 直线 运动 时 ,点 M 的 轨迹 为 等 速 螺 线 ， 其 方程 为 

一 Oo 十 CO 

4. 极 坐 标 与 反 演 

在 极 坐标 系 中 ， 对 任何 曲线 ( 的 极 方程 p= Ag) , 若 取 极 
径 的 倒数 


一 
=- A = /00 


则 又 得 到 另 一 由 线 C 的 要 廊 各 6 二 (0). 因为 C 与 忆 相 应 
于 同一 极 角 4 的 极 径 恒 有 
Op 一 1 
族 它 们 是 关于 以 极点 为 中 心 的 单位 圆 互 为 反 演 的 曲线 ,基于 
这 种 关系 ,可 以 用 于 揭示 一 些 曲 线 之 间 的 内 在 联系 . 为 此 ,给 
出 一 个 所 谓 反 演 和 的 概念 ，; 
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定义 : 设 有 曲线 co 一 六 bcC:o 一 万 (9) ,它们 关于 
Ts | \ 『 岗 1 | 1 -一 
单位 图 六 一 ] 的 友 交 曲线 为 Cp 1p 大) 
| \ / : 
一 也 1 历 ， 称 由 极 方程 


0 =Pi+ P's= 产 -而 十 Fe 
确定 的 曲线 C' 为 曲线 C1、C; 的 反 演 代数 和 (曲线 ), 简 称 芭 演 
和 (曲线 ). 这 里 所 谓 代 数 和 ， 意 即 4 是 P 与 C* 关于 同 一 极 
角 9 的 代数 和 . 
二 、 应 用 举例 
含 字 母 条 数 方程 的 讨论 
pl 求证 ; 当 A.B 不 全 为 零 时 ,方程 0 Msinb 十 Bcos6 
表示 图 
证 明 若 4、B 中 有 一 -为 零 ， 不 妨 设 B= 二 0， 则 有 


p 一 Asin9, 将 其 变形 为 p 二 2 今 cos (0 一下), 显然 是 以 (人 ($5, 
节 ) 为 圆心 ,为 半径 的 圆 ， 
大 4、B 都 不 为 老 ， 则 有 po== Asin9 十 Bcos9== VATB 
(RIB FB 


sin (9 十 a) (其 中 tga 一 名 )， 将 其 变形 为 0 一 2 一 一 -一 一 cos [8 
一 (竹下), 可 知 是 以 (站, 于 一 为 图 心 ， A 
为 半径 的 圆 . 


所 以 ,方程 p= Asing Beosb(A. B 未 会 为 零 ) 表 示 图 
评注 “方程 的 每 一 项 关于 p、sin9、cos6 的 次 数 都 是 相同 
的 ,这 样 的 方程 叫做 关于 p、sin96、cos6 的 齐 次 方程 .. 由 例 1 
知 ,关于 osing、cosgb 的 齐 一 次 方程 p= Asin6 十 Bcos6(AB 关 
: Af5 


0) 表 示 的 曲线 为 圆 . 还 可 推广 到 关于 p、sinb6、cos6 的 齐 二 次 方 

程 一 4sin20 十 Bsinbcosg 十 Ccos?g. 当 ABC 关 0, 且 B* 一 44C 

二 0 时 也 表示 贺 人 IT 要 将 一 4sin 0 十 Bsinbeosb 二 Cecos 6 
变形 为 一 4(sinbg 十 7 cos0)’, 即 可 由 例 1 的 结论 推 得 . 


例 2 讨论 万 程 p 二 a cosnb (a>>0,n = 士 方 , 士 1， 


士 2) 的 曲线 . 

解 ” 当 1 es 
线 ; . 
当 n= 一 二 时 方程 为 p= i A ,此 货 线 为 圆 ; 
当 n= 二 1 时 ,方程 为 6 二 acos9, 此 曲线 为 圆 ; 
当 7 一 一 1 时 ,方程 为 .ocos6 二 a ,此 曲线 为 一 条 直线 |; 

” 当 n 二 2 时 ,方程 为 p: 二 a:*cos?0, 此 曲线 为 双 纽 线 ; 

当 nn 二 一 2 时 ,方程 为 ozeos20 一 全 ,此 曲线 为 等 轴 双 曲线 . 

例 3 ”就 加 取 值 的 变化 ,讨论 极 坐 标 方程 2mpcos*9 
一 3pcos2b 十 3(o 一 4cosb) 一 0 所 表示 的 曲线 . 

解 ” 当 mm 二 0 时 ,方程 为 ccos20 十 4cosl 一 0 一 0 

因为 曲线 过 极点 ,所 以 方程 两 边 同 滋 以 o ,得 cos20 
+ 4peosb— p' 二 0. 转化 成 直角 坐标 方程 为 


y’ = 27 
即 方程 表示 的 曲线 为 抛物 线 
六 m0 时 ， 其 直角 坐标 方程 为 
3 +mCz 一 号) 一 号 


当 mm <<0 时 ,是 双 曲 线 ;当天 >0 且 和 天 3 时 ,是 情 圆 ; 当 
7 一 3 时 ,是 贺 . 
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评注 极 坐 标 系 下 含 字母 方程 的 讨论 ,要 注意 分 类 的 完 
整 性 ,防止 遗漏 . 对 于 极 坐 标 系 下 的 方程 ,车 不 熟悉 其 曲线 的 
形状 ,下 可 通过 转化 成 直角 从 际 系 下 的 方程 来 关 电 

2. 有 关 国 锥 曲线 0 一 的 讨论 


Ts 
例 4 见 图 3 一 19、 3 一 20, 讨 论 双 曲 线 p= 一 
1) 左 , 右 支 的 2 及 2 的 取 什 范围 . 


(e> 


ep 
]—ecos0 


久 3 一 19 图 3 一 20 
解 当 p>0 时 , 双 曲 线 右 支 方程 可 如 下 建立 ， 
| MF | : 
AM 了 一， AM 1MAI “>!1 


其 中 |MF|1=p,IMAI=|BK 1=p 十 pcos0， 则 


Pp _ ep _ 
力 十 pcosg eBlp 1 一 ecos0 
”1— ecos0 > 0,cosl 一 = 


,。 2kT 十 arcCOS < OI rx arccos = EZ) 


117 


当 2 一 0 时 ， 双 曲 线 左 支 方程 可 如 下 建立 : 


[MF 
M2= MI A = ee>1) 
: 其 中 |MF| = Pp， 
IMA| = |B8 K|= BF| ~— IKF| =— peos0 —p, 
1 | 1 ep | i 
得 (Tecos6 


此 时 1 1+ecosg<0vcosg< 一 
(2k+ Dn —arceos 1 gt Ds 四 


arceos = EZ ) 
若 令 pg=0 一 x*， 郧 得 


ep ps ol 1 
0 二 了 二 ZO (2kN 一 arccos 7 < PP< 2kn + arccos 一 1， 
(kE ZL) 
综 上 所 述 ,方程 p 二 ep (e 之 1), 当 p>0,0€ (2k7 


1—ecos6 
十 arccos 2k narecos 一 ) 时 ,表示 双 曲 线 的 右 支 图 
象 ; 当 p<0,0€ (2kr 一 arccos 一 ， kr 十 arccos 二 ) 时 ,表示 双 


曲线 的 左 支 图 象 .e 为 整数 
评注 “以 上 解 题 过 程 还 得 到 这 样 一 个 结论 , 双 曲 线 的 渐 近 


线 倾角 为 arccos( 士 一 ) 在 求 作 双 曲 线 的 图 形 时 , 由 于 曲线 关于 
极 轴 对 称 ,所 以 可 将 列表 计算 的 9 范围 取 为 [0.arccos 二 )， 


1 
(arccoOs RE 7 ] 
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例 5 求 过 圆锥 曲线 p= 
切线 的 极 坐 标 方程 . 


一 一 一 二 上 的 一 点 PCps0.) 的 


1 


可 3 一 2| 图 3 一 22 
解 ” 设 Q@(p1,01) 为 曲线 上 异 于 PP 的 一 点 ,直线 PQ 的 方程 为 
sin(@o — 0) _ sin — 0 ,sin0—O) 


a A po 
ep ef 
而 一 1 一 ecosg 一 ] 一 ecosb 
代入 直线 PQ 的 方程 ,得 
sintl — 0 ) (1C— ecosg )sin(0, — 0) 
Pp ep 
(1 — ecos0,)sin(O 一 0) 
ep 
经 化 简 整 理 得 
epeos 和 本 
”cos(O 一 二 人) 一 ecOS ea osg 


当 点 Q 在 曲线 上 运动 并 无 限 接近 点 已 时 ,Q, 一 Qo, 这 时 
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上 式 变 为 
PP 
coOsS(D — 0 ) 一 ecostC 
例 6 求 本 图 p= 二 ecos8(0<e<1D 在 直角 坐标 系 下 的 
标准 方程 


解 ”对 于 p= 二 一 < (0<e 二 了) 在 极 坐标 系 下 的 图 象 如 


] -一 ecosb 
图 3 一 22 ,者 取 极 点 (此 外 为 左 焦点 )& 为 坐标 原点 , 极 办 为 下 
加, 建立 直角 坐标 系 , 记 椭 圆 的 长 半 轴 、 短 半 轴 及 半 焦 距 分 别 
六 a.bc, 且 4a 放 0,5 守 0,c 之 0,a 之 5b,a 户 c. 设 椭圆 的 中 心 为 o'， 
人 


po 二 


2 : 
如 图 “|4F| 二 p,1ho'| 二 和 ,而 140'| 二 pp 十 c, 故 有 


2 


a: 


co 
pb’ z 
Xe 一 二 {2) 
a z . 
a 一 及 十 (3 ) 
- A 它 
由 式 (1)、(2)、(3) 组 成 方程 组 , 解 得 4 = ni 
2 ,2? 2 
p= b= (x 二 全 + 切 二 1 
即 得 椭圆 ,eh _ (0<ec1) 
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tC—-. 


在 直角 坐标 系 下 的 标准 方程 为 
| 2 2 
| ep’ | ep: 
1—e .1—e’ 


评注 ”由 于 .bc 关于 e、p 的 表达 式 与 籽 圆 相对 坐标 的 
位 置 无 关 ， 所 以 对 于 极 坐 标 系 下 的 椭圆 方程 化 为 直角 坐标 系 
下 的 标准 方程 可 归纳 为 下 表 ( 表 中 的 互 化 是 在 坐标 系 具有 如 
例 6 这 样 的 关系 下 进行 的 ): 

极 坐 标 方程 ” | ” ”直角 坐标 方程 
= 0) 


+ 六 l(a p+) 


PE 


( GH ) 
-一 CH 区 一 | Cato) 


2 一 ) 


i 和 
i, 
:© 


ep oe<d| 1 b+) 


— eslri 


p= gO0<e<1) te 


一 2__ 72 机 
osing 2 =1(a =6 十 c) 


2 ? 2 2 
其中 "a ef ba ep 


一 62)2 i—e 1—e? 


a ma 


极 坐标 方程 直角 坐标 方 各 
p= 一 全 四 六 ==2p(z 十 如 ) 
p= bp | y= -2p(r— 人 
ER | p+ 

一 po 


= TI 十 SinC 
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( 续 表 ) 


p= ye>1) art) 
p= Tosd (>) Se 1 arb7) 
P pe>1) 所 一 2 yatb) 
oc pe>1) 太一 =1(c 一 十) 
, 2 2 ; 
其 中 ,a i 
3. 有 关 等 速 螺 线 的 讨论 
等 速 螺 线 又 称 阿 基 米 德 


螺 线 ,方程 0 一 2 十 20 的 曲线 
如 图 3 一 23, 当 0 一 0 时 ,p= 
Po; 当 9 增 大 时 ,p 按 比 例 增 
大 ,直线 ! 每 转 过 角度 2x 就 
回 到 原 位 ,但 这 时 好 已 癌 前 
移动 了 一 段 距离 2ax, 故 曲线 
呈 螺 旋 状 . 在 机 械 装置 中 , 右 
把 凸轮 的 边 绿 作成 寺 速 媒 线 


形 ,可 以 将 等 速 转动 化 成 等 速 直 线 运 动 ， 


例 7 等 速 螺 线 共有 三 圈 , 蝶 线 上 距 中 心 的 最 近 距 离 为 


20cm, 最 远 距 离 为 35cm, 求 螺 线 的 方程 . 


解 ” 如 图 3 一 23, 取 中 心 为 极点 ,以 中 心 与 螺 线 上 距 中 心 


最 近 点 的 连 线 为 极 轴 ,建立 坐标 系 . 


设 等 速 螺 线 方程 为 p= 二 ps 十 a0， 等 速 螺 线 按 道 时针 旋转 . 
由 已 知 0 一 20, 当 4 和 =6r 时 ,o=35. 妈 35 一 20 十 aa。6r, 解 得 a 
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之. 得 等 速 螺 线 方程 为 p=20 十 六 0(0<O<6m) 


例 8 已 知 凸轮 的 轮廓 线 方程 是 ， 


| Et00 十 1446 (0 和 6 委 一 


究 4 
| x SR 
136 (TFT < (< 1) 
136 — 1446 (5x0) 
n : / 2 
100 CF < 0 < 27) 


讨论 当 凸 轮 按 顺 时 针 方向 转动 一 图 时 从 动 杆 的 运动 规律 
解 ” 从 方程 可 
知 , 当 0<<9<< 闻 时 ， 


因为 2 之 0, 所 以 
当 廿 轮转 动 时 ,从 
动 杆 应 等 速 推 进 . 

当 严 过 b 去 了 


时 ,因为 一 <0， 
所 以 当 凸 轮转 动 3 
退回 . z 
当天 <0< SF 和 六 <<0<2x 时 ,凸轮 轮 廊 线 为 圆 . 这 时 从 
动 杆 不 随 凸 轮 的 转动 而 运动 ， 
综 上 所 述 ,从 动 杆 的 运动 规律 为 等 速 推 进 一 不 动 一 等 速 
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退回 一 不 动 . 

4. 用 反 演 研究 曲线 

根据 极 坐标 概念 和 极 坐 标 方程 的 特点 ， 联系 反 演 , 可 以 提 
示 出 这 种 曲线 与 那 种 曲线 之 间 的 内 在 联系 . 下 面 主要 揭示 直 
线 . 圆 ; 巴 斯 卡 嵌 线 ;圆锥 时 线 之 间 的 内 在 联系 . 

例 9 设 给 定 直 线 必 所 o0€7 和 圆 C(o,R), 则 ?和 C 关于 
单位 圆 (0,1) 的 反 演 曲线 之 和 为 巴 斯 加 蜡 线 , 且 当 7 柯 圆 C 相 
离 \ 相 切 和 相 害 时, 分别 求 图 中 所 示 的 三 种 巴 斯 卡 媒 线 . 

证 明 ”以 点 。 为 极点 ,o 到 直线 ! 的 垂直 线 为 极 轴 建 立 极 
坐标 系 ( 图 3 一 24). 令 |oN|=p, 则 4/ 与 CC 的 极 坐 标 方程 为 ; 


l:p =0S = -Ls Cp=R 
其 反 演 曲线 极 坐标 方程 为 : 
1 ,7 = or 
0'.7, 1 =! 


今 


D:Y ~=acos0 十 5b 
显然 ,这 是 巴 斯 加 蜡 线 , 且 因 
R=~p—>a<=<b 
R=p=>a=6 | 
R>p=>a>b 
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故 曲 线 万 在 /与 C 相 离 . 相 切 和 相 害 时 ,分 别 得 到 图 中 


了 25 


所 示 的 三 种 巴 斯 加 蜡 线 (如 图 3 一 25 所 示 ). 

例 10 巴 斯 加 嵌 线 8:7Y=acos6 十 5 关于 以 极点 0 为 中 心 
的 单位 圆 的 反 演 是 圆锥 曲线 , 且 当 4a<6b.a==6 和 a 之 5 时 ,分 
别 得 到 椭圆 、 抛 物 线 和 双 曲 线 . 

证 明 ”考虑 到 2 之 0(2<0 时 可 类 似 证 明 ), 则 B 关于 图 
(0,1) 的 有 反 演 曲线 B 为 


p= 
/ 7 ccosl 十 | 二 a Cs 
Q 了 

加 bp a 

”1 一 ecos (9 二 7x) 


_ ep 
”1—ecos (6-+x) 


其 中 e 一 万， p= 二 都 是 党 
数 . z 
考虑 序 上 任 一 点 M (p09) 
到 定点 o 与 到 定 直 线 !:7- 
一 -二 5 的 距离 之 比 (图 3 一 26)， 


”| 对 3 一 26 


soM_oM_ po Lo 
MQ SN oN—oS po— pcosd | 
/ _ ep 加 
因 M(p.0) EB .P= 1 — ecos (0 + x) 所 以 
ep z 
万 一 了 工 一 ecos (9 十 7) 十 区) ep 
ep | 


cos ， 户 十 epcosb 一 epcosb 


| 1 一 ecos(6 十 TD) 
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一 e 一 克 ( 常 数 ) ， 


由 此 可 见 ， B' 为 圆锥 曲线 ,e 为 离心 率 ,p 为 焦点 0 到 定 直 
线 /的 距离 ,1 即 其 准 线 . 又 由 e 一 方 知 , 当 a<b、a 一 志和 和 a>b 
时 ,分 别 有 e<<1.e 二 1.e 之 1, 故 分 别 得 到 椭 贺 、 抛 物 线 和 双 则 
例 11 设 给 定 直线 1 点 oE1 和 圆 C(o,R), 则 1 和 C 关 
于 单位 图 (0,1) 的 有 反 演 之 和 的 反 演 为 贺 锥 曲线 , 且 当 1 与 C 相 
离 、. 相 雪 和 相 割 时, 分别 得 到 椭圆、 抛物 线 和 双 曲 线 、 

事实 上 ， 任意 圆锥 曲 线 


ep | | 
p= 1 ~ ecos0 (1) 
天 于 以 极点 o( 焦 点 ) 为 中 心 的 单位 圆 的 反 演 曲线 为 
y=—=l1 1-eos_ 10.1 
0 2 fp ep | 
= cos(0 十 7) 十 六 (2 ) 


显然 ,将 式 (2) 再 反 演 一 次 , 即 得 原来 的 回 欠 曲线 (1)， 但 
式 (2) 右 边 第 一 0 的 窟 二 


= tg i 

关于 单位 加 (0， 1) 反 演 : 第 二 项 是 定 加 (0,ep)( 式 (1) 的 焦 

态 为 中 心 ,ep 为 半径 的 圆 ,可 称 为 焦点 图 ) 关 于 同一 单位 圆 的 
反 演 ,所 以 式 (2) 的 整个 右边 是 上 述 二 曲线 反 演 之 和 .- 

小 结 ”由 例 9.10、11 可 知 ,任何 圆锥 曲线 都 是 其 焦点 贺 

( 定 圆 ) 与 相应 准 线 ( 定 直 线 ) 反 演 之 和 的 反 演 ,因此 , 例 11 实 

际 上 揭示 了 直线 、 圆 与 圆锥 曲线 之 间 的 一 个 内 在 联系 ,也 是 对 

贺 锥 曲线 给 出 了 一 个 新 的 定义 . 同时 ,从 已 知 点 求 其 反 演 的 

127 


过 程 可 借助 尺 规 实现 . 故 由 上 述 定理 可 知 ,从 直线 和 圆 出 发 ， 
对 巴 斯 加 蜡 线 和 图 锥 曲线 通过 尺 规 求 点 描 图 ,而 无 需 像 传 统 
的 描 图 方法 那样 ,根据 方程 计算 足够 多 的 点 的 坐标 然后 在 从 
标 系 中 据 坐 标 求 点 描 图 这 种 繁杂 的 过 程 . 


习题 3.3 


1. 求证 当 A.B 不 全 为 零 时 ,p 一 二 gcowD 表 示 直 线 
2. 从 极点 o 引 直线 和 直线 /; Apcos6 十 Bpsing 十 c=0 交 于 一 点 NN， 
M 点 内 分 oN 成 m:n 的 比 , 当 NN 点 在 直线 上 上 移动 时 , 求 M 点 的 轨 
迹 方程 ,并 说 明 轨迹 蚌 什么 图 形 . 
3. 讨论 0" 二 a"sinng (a>0.n 一 十 汪 ,十 1. 鞋 2) 的 曲线 . 
4. 就 a.6 的 大 小 关系 ,讨论 p= 二 acos0 十 bla 之 0,6 之 0) 的 曲线 ,并 作 
示意 图 . / / | 
5. 求 双 曲 线 p= 一 -5 Ce>1 的 渐 近 线 方程 . 
6. 这 本 用 或 拉线 的 售 点 有 开 相 委 相 的 多 拓 居 全 为 1 li, 求 
证 :二 大 是 定 值 
7. ,过 友 央 线 的 有 焦点 上 的 直线 交 该 双 曲 线 右 支 于 MN 两 点 (MN 
不 与 实 轴 垂直 ) ,MN 的 中 垂 线 交 双 曲 线 的 实 轴 于 Q 点 .求证 :2a1FQ| 
= 二 c|MN |(2a 为 实 轴 长 ,c A 
8. 推导 过 圆锥 曲线 p= 一 上 点 Po po 0) 处 的 法 线 方程 


一 eco 
9. 求 曲线 p= 5 过 点 (6) 外 要 统 和 给 ， 


10. 将 p=3 一 659 化 为 直角 华 标 系 下 的 标准 方程 ( 取 极点 为 原点 ， 
极 轴 为 工 轴 正 半 铀 )， 

414. 化 沪 和 -1 为 要 从 标 系 下 的 国难 关 红 统一 方程 形式 
到 原 点 为 极点 x 正 半 加 为 极 轴 y 
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12. 已 知 圆锥 曲线 方程 为 o= -一 2 (0<e<1)， 


1 — ecoso 


(1) 求 出 在 极 坐标 系 下 的 中 心 ,焦点 、 顶 点 的 坐标 

(2) 写 出 在 极 坐标 系 下 的 准 线 .对 称 轴 、 方 程 ; 

(3) 计 算 焦距 .长 轴 及 短 轴 长 ， 

13. 当 9 按 公差 为 2 的 等 差 数列 增 大 时 ,等 速 螺 线 p 一 好 的 极 径 按 
公差 为 3 的 等 差 数列 增 大 , 求 R. 
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第 4 章 二 次 曲线 的 一 般 理论 


在 平面 直角 坐标 系 中 ,二 元 二 次 方程 
GT 十 2Qtpy 十 dy 十 Za + Dazay 十 a 一 0 (1) 
邦和 系 的 自 乓 称 为 一 众生 有 ， 万 逢 (1 你 为 一 次 国 且 的 方 各 


显然 ， 贿 圆 二 十 总 一 1、 双 曲 线 二 :一点 一 1 与 抛物 线 y 


二 2pxr 都 是 二 次 曲线 . 

， 关于 二 次 曲线 ,自然 会 提出 这 样 两 个 问题 ;方程 (1) 除 了 
表示 椭圆 、 双 曲线 .抛物线 外 ,还 表示 哪些 曲线 呢 ? 即 二 次 曲线 
.有 哪些 类 型 ;怎样 将 方程 (1) 化 为 最 简 形式 ,从 而 确定 曲线 的 
形式 和 位 置 . 

本 章 将 用 坐标 变换 和 不 变量 的 方法 解决 上 述 本 两 个 基本 问 
巅 ,并 人 研究 二 次 曲线 的 一 些 几 何 性 质 ， 
为 了 方便 起 见 , 现 引进 下 面 一 些 记号 : 

F(x,y) Sanz + 2awvxy + dy 十 2 十 2a3y 十 Ga 

DT Y) Ear’ 十 2ary 二 dy 

Fi (ry) Eanr tay a 

F(z y) ar + dy + a 

F(T y) CT day + ds 
这 样 .方程 (1) 可 写成 

F(z,y) erti(r,y) +t yh,(r, ya (XT,y) = 0 (2) 
为 外 ,再 记 


区 
了 一 Qi1 十 a fs | 
a 


1] 30 


CI Ci CI13 
Ul: U13 U2 do3 


1, 二 ,KK, = 


Ul» Hr2 U23 


Cd13 433 dz3 daal 


后 介绍 一 下 平面 上 实 点 与 虚 点 的 概念 . 在 平面 上 建立 “ 
笛 卡 尔 直 角 坐 标 系 之 后 ,一 对 有 序 的 实数 (xz,y) 就 表示 平面 
“上 的 一 点 ,此 点 称 为 平面 上 的 实 点 . 如 果 .,z、y 中 至 少 有 一 个 
是 虚数 ,这 里 仍 可 认为 (z,y) 表 示 平 面 上 一 点 ,这 样 的 点 称 为 
平面 上 的 虚 点 . 各 果 两 个 虚 点 交 半 应 本 各 镍 是 闪 久 复数 那么 
”这 两 点 叫做 一 对 共 堪 虚 点 , 实 点 与 虚 点 
在 平面 上 引进 了 虚 点 之 后 ， 曲线 的 方程 中 可 出 现 虚数 
系数 , 即 实 系数 方程 所 表示 的 曲线 上 也 可 能 出 现 虚 点 . 比如 ， 


方程 夺 十 等 一 一 1(awb 为 实数 ) 所 表示 的 曲线 上 全 是 虚 点 而 


无 实 点 . 值得 注意 的 是 ,连结 两 共 轰 虚 点 的 线段 的 中 点 是 实 
点 ,这 是 由 于 两 个 共 罗 复 数 之 和 为 实数 


$4.1 二 次 曲线 与 直线 的 相关 位 置 


设 二 次 曲线 古方 程 为 (1), 现 讨论 二 次 曲线 厂 过 点 人 xo， 
ys) 且 具有 方向 7 : m 的 直线 


工 一 .0 二 站 
| (为 参数 ) (4.1— 1) 
UL 一 yo 十 7 
的 交点 . 把 式 (4. 1 一 1 代入 (1) ,经 整理 得 到 一 个 关于 ;+ 的 广 
程 
DO mF 2 Froryo) 十 Exzoyyo) 和 十 尼 (zoyyo) 一 0 
(4. ] 一 2) 
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求 二 次 曲线 古 与 直线 (4. 1 一 1) 的 交点 的 方法 是 ; 若 能 从 
方程 (4. 1 一 2) 解 出 1, 将 1 的 每 个 值 代 入 (4.1 一 了), 便 得 出 二 
次 曲线 与 直线 的 交点 坐标 . 

二 次 曲线 矿 与 直线 (4. 1 一 1) 的 交点 人 情况 ,可 分 为 以 下 两 
”种 情形 ， 

(1) 包 (办 ) 天 0， 这 时 方程 (4 1 一 2 是 关于 1 的 二 次 方 
程 , 其 判别 式 为 : 

A 一 Le (zo Yo) + mh xo, 2 — PLm) Fros yo) 

(4.:1 — 3) 

这 里 又 可 分 为 三 种 情况 : 、. 

,1° A>0, 方 程 (4. 1 一 2) 有 两 个 不 等 的 实 根 所 把 , 将 二、 
分 别 代入 (4. 1 一 1), 便 得 二 次 曲线 全 与 直线 的 两 个 不 同 的 实 
交点， ， 
2"。A 一 0， 方程 (4 1 一 2) 有 两 个 相等 的 实 根 、 jz，, 这 时 二 

次 曲线 工 与 直线 有 两 个 重合 的 实 交点 . 

”3° A<0, 方 程 (4.1 一 2) 无 实 根 , 即 二 -次 曲线 与 直线 无 
实 点 .但 方程 (4. 1 一 2) 有 两 个 共 孝 的 虚 根 ,因此 ， 二 次 曲线 工 
与 直线 相交 于 两 个 共 斩 的 虚 点 . 

(2)BQ,m) 二 0, 这 时 也 可 分 为 三 种 情况 : 

1 UPCxosyo) 十 mbCxosyo) 闫 0, 方程 (4.1 一 2) 是 1 的 一 
次 方程 , 它 有 唯一 的 一 个 实 根 ,因此 二 次 曲线 厂 与 直线 有 了 唯 
一 的 一 个 实 交 所 ; 

2° IF (ro yy) mF (x 下 但 (x ,yo) 关 0, 这 时 方 
程 (4. 1 一 2? 是 矛盾 方程 , 它 无 解 ， 所 以 一 次 曲线 本 与 直线 无 
交点 ， 

3° JP (Cro yo) 十 mF,(ras yy) 二 0,k (xa,yi) 一 0, 这 时 方程 
(4. 1 一 2) 为 恒等式 ,t 取 任 何 值 都 满足 方程 (4. 1 一 2) ,所 以 直 
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线 上 的 任何 点 都 是 它 它 与 二 次 曲线 卫 的 公共 点 ,因此 直线 符 部 
在 二 次 曲线 厂 上 . 


例 1 讨论 直 线 与 抽 物 线 二 4z 的 相交 情 


=k(t 十 1) 
痪 . 
r=t , 
解 将 直线 方程 "一,) 1) 代 入 者 物 线 方程 得 
kit + 2(k° — 2)t + k= 《4,1— 4) 


(1) 若 了 关 0, 上 式 是 :的 二 次 方程 ,其 判别 式 为 
A = 4Ck: — 2)*— 4k' = 16(] — k’:) 
1° 当 A>>0, 即 一 1 过 二 1(4 关 0) 时 ,直线 与 抛物 线 有 两 个 
实 交点 
”2° 当 A=0, 即 4 一 士 1 时 ,直线 与 抛物 线 有 了 两 个 重合 的 实 
交点 ， 
3 当 A<0, 即 41 或 &< 一 1 时 ,直线 与 抛物 线 无 实 交 
点 ;但 有 两 个 共 轿 的 虚 交 点 . 
(2) 若 =0,(4. 1 一 4 是 + 的 一 次 方程 ,有 唯一 的 一 个 解 ， 
所 以 直线 与 抛物 线 只 有 一 个 实 交点 (0,0). z 
评注 在 讨论 直线 与 二 次 曲线 的 交点 时 ,可 以 不 必 求 出 
直线 的 参数 方程 ,而 把 直线 的 普通 方程 直接 代入 二 次 曲线 方 
程 ,得 到 一 个 关于 z 或 y 的 一 元 方程 ,然后 通过 讨论 此 方程 
根 的 情况 确定 直线 与 二 次 曲线 的 相交 情况 
例 2 问 & 为 何 值 时 ,直线 y=kz 与 二 次 曲线 
3 十 7Ty 十 5y 二 47 十 5y 十 1 = 二 0 
有 两 个 重合 的 实 交 点 . 
解 ”将 直线 方程 y= 一 &z 代入 二 次 曲线 方程 得 
(542 十 7 十 3)z 十 (5 十 4) 并 十 1 一 0 
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当 - A=(5k 4) — 4(5k 二 Tk 3) 
一 5 十 12& 十 4 一 0 
中 4 一 一 2 或 4 一 一 三 时 ， 直线 与 二 次 曲线 有 两 个 重合 
的 实 交点 (因为 此 时 5 十 7 十 3 二 0). 


刁 题 4.1 
1. 求 二 座 曲线 47: 一 4xy 十 3y _ 44—0E 本 下列 直线 的 交点， 
(1)7y 一 0 
(2)27 一 3y 一 7 一 0; 
二 3t 一 2 
| 
y 二 t—1 


2. 试 确定 实数 4, 使 : 
: :二 t 一 5 z ~ 
CD 直线 | ”与 曲 线 下 一 84 二 十 ;一 0 相交 于 阿 个 不 同 的 实 
点 ; 
(2) 直 线 2z 一 y 十 ?一 0 与 荐 线 2 相交 于 一 
点 ; 
《37 直线. 十 49 一 1 一 0 了 曲线 y” 2 2ryv— (1— iy—1=0 相交 于 两 
个 重合 的 实 点 ; 
(4) 直 线 x 十 y 一 2 一 0 与 曲线 27 十 Ay 十 4xy 一 2y 一 + 二 0 有 两 个 共 
绝 的 虚 交 点 . 
3. 当 4 取 哪 些 值 时 ， 直线 y 二 .+ 十 A 与 曲线 gt 16y 一 144 一 “0 有 两 
个 不 同 的 实 交 点 ?有 两 个 重合 的 实 交点 ? 无 交点 ? . 


§4.2 二 次 基线 的 切线 和 奇 点 


定义 4.2.1 如 果 一 直线 与 一 次 曲线 相交 于 两 个 重合 的 

点 , 则 称 这 条 直线 为 二 次 曲线 的 切线 ,这 个 重合 的 交点 称 为 切 

点 . 如 果 一 直线 全 部 在 二 次 曲线 上 , 则 称 它 为 二 次 曲线 的 切 
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线 ,直线 上 的 每 一 点 都 可 以 看 作 切 点 . 


设 二 次 曲线 方程 为 
F(x,Yy) 三 az 十 2awxy 十 dayzy 十 2 ix 
十 2a:3y 十 as 一 (1) 


现 求 经 过 二 次 曲线 (1) 上 一 点 (zo,yo) 的 切线 方程 . 由 于 
过 点 《xo， ») 的 直线 方程 可 写成 
二 Xo 十 由 
z | yy 一 yo 十 zt 
于 是 ,根据 8 4. 1 中 的 讨论 可 知 ,直线 (2) 为 二 次 曲线 (1) 
的 切线 条 件 : 
当 (Lm) 关 0 时 ， 
[LRCzy) + mF,ros yo) | — BU,m) * F(xo,yo) 一 0 
(4.2—1) 
因为 点 (zo,yo) 在 二 次 曲线 (1) 上 ,所 以 F(x。o,y6) 二 0， 
C4. 2 一 1D 式 化 为 | 
IFi(rosyo) mr,(roy) =0 (4.2— 2) 
当 0(,m) 二 0 时 ,根据 $4. 1 中 的 讨论 可 知 , 直 线 (2) 为 
二 次 曲线 (1) 的 切线 条 件 也 是 (4. 2 一 1). 
如 果 已 (zosy0) 与 Pa(zoyy) 不 全 为 零 ， 则 由 C4. 2 一 2) 可 
得 出 切线 方向 为 
/711 一 有 (zyy) : (— Fi(xo, yo0)) 
因此 ,一 次 曲线 (1) 经 过 它 上 面 一 点 (zeyyo) 的 切线 参数 
方程 为 


(2) 


| Z 一 .Ts + F, (xzoyyo)t 
光一 .0 Fi(ro, Yo)t 
消去 参数 ,得 到 切线 的 普通 方程 
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(Z 一 To)A NGCzn 0 二 (2 一 3 J ye) =0 ~ (4. 2— 3) 
方程 (4. 2 一 3) 还 可 写成 罚 z 
QTot 十 Aw (Toy tT XY) 十 aozyny 
十 Q(z 二 XT 十 aaty 十 3%,) 十 a33 王 0 

- : 四 《4.2 一 4) 

由 此 可 见 , 求 二 次 曲线 (1) 经 过 它 上 面 一 点 (zo,yo) 的 切 
EN 与 y 分 别 换 成 zvz、yoy ,将 
TY .y 分 别 换 成 Ty Ty). /ZCrt eo). (2(y Ty), 便 


得 出 所 来 的 切线 方程 
在 上 面 的 讨论 中 ,如 果 F(xo， yo) = (Xn. yo) =0， 那么 

(4. 2 一 2) 为 恒等式 ,这 时 切线 方向 不 能 被 唯一 的 确定 ,从 而 切 
线 不 确定 . 由 $ 4. 1 中 的 讨论 可 知 ,通过 点 (zo,yo) 的 任何 直 
线 都 和 二 次 曲线 (1) 相 交 于 两 重合 点 ， 因此 , 可 把 过 点 (xo， ys) : 
的 任何 直线 看 成 二 次 曲线 (1) 的 切线 

定义 4.2.2 二 次 曲线 (1) 上 满足 条 件 F(xo, Yo) 二 =F， 

(zy 一 0 的 点 (zoomn) 称 为 二 次 曲线 (1) 的 奇异 点 ， 简称 为 
奇 点 ;二 次 曲线 的 非 奇 点 称 为 二 次 曲线 的 正常 点 . 

由 定义 及 上 面 的 讨论 可 知 ,二 次 曲线 在 正常 点 有 唯一 确 
定 的 切线 ,二 次 曲线 在 奇 点 切线 不 确定 ， 即 过 奇 点 的 每 一 条 直 
线 都 为 二 次 曲线 的 切线 . 

由 上 面 的 讨论 得 到 ， 

-定理 4:2.1 经 过 二 次 曲线 (了 ) 的 正常 点 (x,ys) 有 唯一 
确定 的 切线 ,其 方程 为 (4. 2 一 3) 或 (4.2 一 4); 切 点 为 (xo ,yo)， 
经 过 二 次 曲线 (1 ) 的 奇 点 《x6,yo) 的 切线 不 确定 ,或 者 说 过 奇 
氮 (zi,3o) 的 每 一 条 直线 部 是 二 次 曲线 (1) 的 切线 . 

点 (zavyn) 为 二 次 曲线 (1) 的 奇 点 当 且 仅 当 
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Fi (xzoyyo) = F(xosy0) = F(xo, Yo) = 0 
而 F(xr,y) rh ry) 十 yFiCrzyy) + Flx,y) 
所 以 ,点 (xo,yo) 为 二 次 曲线 (1) 的 奇 点 的 充分 必要 条 件 为 
F(xos yo) = F(xo,y0) = FP, Tory 0 
即 齐 次 线性 方程 组 
ai 十 ay 十 az 一 0 
ai 十 ay 十 Coz 一 0 
a 二 ayay 十 aisz 一 0 
有 非 零 解 Cxo, yo, 1). 此 方程 组 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 
其 系数 行列 1, 二 0, 于 是 得 到 / 
定理 4.2.2 二 次 曲线 (1) 上 有 奇 点 的 充分 必要 条 件 为 
I;=0 (4. 2 一 5) 
由 定理 4..2. 1 可 知 , 求 经 过 二 次 曲线 上 的 正常 点 (zo,yo) 的 切 
线 方程 ,只 要 利用 公式 (4. 2 一 3) 或 (4. 2 一 4) 便 可 直接 得 出 . 
例 1 求 曲线 万 十 zy 十 一 3 一 0 在 点 (1,1) 的 切线 方程 
解法 一 ”因为 F(1,1)=1 十 1 十 1 一 3=0 


Fl,1) = F,(1,1) = > 0 


所 以 ,点 (1,1) 是 二 次 曲线 上 的 正常 点 ， 由 公式 (4 2 一 4) 得 所 
求 切 线 方 程 为 


Gy ao 


了 十 方 y 一 3 一 0 
解法 二 、 因 为 FG,1D)=F.(1,1) 一 宇 ,PC1,1) 一 0, 所 
以 ,点 (1,1) 是 二 次 曲线 的 正常 点 ， 和 公 趟 (4 2 一 3) 得 所 求 切 
线 方程 为 
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3 
yz -D+5G—D=0 
| 3 3 2 


例 2 证 明 双 曲线 开 一 > 一 1 和 椭圆 车 十 妆 二 1 在 交点 
处 的 切线 互相 垂直 

解 ” 先 求 出 双 曲 线 与 椭 贺 的 交点 坐标 ,再 分 别 求 出 它们 
在 交点 处 的 切线 方程 ,最 后 验证 它们 在 交点 处 的 切线 下 相生 


直 . | z 
将 双 曲 线 方程 与 椭圆 方程 联 立 求解 ,得 
| + 
4 
3 
| y 一 十 4 
它们 的 四 个 交点 为 
5 V15 3 5VI5 _3 
人 Qi 4 ' 47， 和 A,( 4 7) 
5V15 3 _5vY1l5. 3 
A 1 本) A,l 7) 


利用 公式 (4. 2 一 4) 直 接 可 得 双 曲 线 与 椭圆 在 交点 4 处 ，. 
的 切线 方程 分 别 为 


1 一 4 一 | 
Vi5 1 
20 1 
它们 的 斜率 分 别 为 
kp = 1 k 3 15 
9 ) 
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”因为 kk =— 1] 
” 所 以 , 双 曲 线 与 椭圆 在 交点 4, 处 的 切线 垂直 . 同 理 可 证 
它们 在 其 他 三 个 交点 处 的 切线 也 分 别 垂直 . 

如 果 点 (zo,yo) 不 在 二 次 曲线 上 ,那么 二 次 曲线 经 过 (zo， 
yo) 的 切线 方程 就 不 是 方程 (4. 2 一 3) 或 {4.2 一 4) ,这 时 可 利用 
直线 与 二 次 曲线 相 切 的 条 件 , 求 出 过 点 (xo,yo) 的 切线 方向 1/ 
: 1m 的 切线 方程 ;或 利用 公式 (4.2 一 3) 或 (4. 2 一 4) 先 求 出 切 
点 的 坐标 ,再 求 出 切线 方程 . 

例 3 求 二 次 曲线 光一 zy 十 y 一 1=0 经 过 点 (0,2) 的 切 
线 方程 . 

解法 一 ”因为 忆 (0,2) 一 3, 所 以 点 (0,2) 不 在 二 次 梧 线 
上 ,因此 不 能 直接 利用 公式 (4.2 一 3) 或 (4. 2 一 4)， 

设 二 次 曲线 过 点 (0,2) 的 切线 方程 为 

x = 
y=2 生 mt 
将 上 式 代 入 二 次 曲线 方程 ,得 
和 (1 Im+ mi)t + 2(2m— Dt+3=0 
由 于 直线 与 二 次 曲线 相 切 ,所 以 以 上 方程 有 两 个 相等 的 
实 根 ,从 而 其 判别 式 为 零 , 即 
/ (2m— Lo— 3 Im m)=0 
化 简 得 
(ZU+m)=0 
2 一 下 一 0 十 双生 0 

从 而 lm=1:2,l:m= 二 =] :一 1, 且 此 时 2 十 ml 

十 M2 天 0. -所 以 ,过 点 (0,2) 的 切线 方程 为 
二 4 了 二 


与 
yy 二 2 十 2t yy 一 2 一 :; 


BB z 2r y+2=0 与 Ty-2=0 | 
解法 二 ”、 设 过 点 (0,2) 的 切线 与 二 次 曲线 相 切 于 点 (zo， 


yo)， 由 公式 (4 2 一 4) 知 切线 方程 为 “ 和 Vv 
ji Ty ty) + yy —1—0 04.2— 85) 


于 切线 过 点 (0 2) ,所 以 点 (0， 2) 的 坐标 满 必 切线 方程， 从 而 
得 z 
ro—2y%++1=0 . (4.2— 6) 


另外 ,点 (xo,yo) 在 二 次 曲线 上 ,所 以 有 


XC— rw yy —1=0 (4.2 一 了 ) 
联 立 (4. 2 一 6) (4. 2 一 7)7 求 解 . 得 


ww 一 1 一 一 下 
和 一 3 人 二 0 
将 切 点 坐标 分 别 代入 式 (4. 2 一 5) 得 所 求 切线 方程 为 
x 十 y 一 2 二 0 与 2 一 y 十 2 二 0 
评注 用 判别 式 求 直 线 与 二 次 曲线 的 重 交点 和 求 切线 方 
向 的 问题 时 ,应 当 注 意 切 线 方向 不 应 是 渐 近 方向 . 
例 4” 问 m 为 何 值 时 ， 直线 y 一 一 27 十 下 了 双 曲 线 
一 4y 一 9 一 0 相 切 
解法 一 “将 直线 方程 代入 双 曲 线 方程 得 
15z2 一 16mx 十 4 十 9 一 0 (4.2 一 8) 
当 方 程 (4. 2 一 8) 有 两 个 相等 的 实 根 , 即 它 的 判别 式 为 零 时 , 直 
线 与 双 曲 线 相 切 . z / 
: A= (~ 16m):— 4xX15x (4 十 9) 一 0 
即 dm 135=0 


改 当 mn 一 土 313 一 0 时 ,直线 与 双 曲线 相 切 . 


140 


相 切 于 点 《xo,yo) , 则 双 曲 线 在 该 点 的 切线 方程 为 


Zr 一 4yy 一 9 一 0 (4.2 一 9) 
0 
其 斜率 k= -2 
由 此 得 To =— 8y0 .. (4.2 一 10) 
” 另 一 方面 ,点 (xo,y,) 在 双 曲 线 上 ,从 而 有 : 
Zo — 4y—9=0 {4.2— 11) 
与 (4. 2 一 11) 联 立 求解 得 | 
wil 
V15 V15 
3 3 


= 
2 V15 2 V15- 


料 它 们 分 斑 代 入 (4-2 一 9) 得 双 曲 线 的 两 条 切线 方程 


y 一 一 3z 土 215 3 15 


故 叉 一 十 3 


2 


二 全 之 时 ,直线 y 二 一 2X 十 区 与 双 曲 线 相 切 


习 是 4.2 


1. 求 下 列 二 次 曲线 在 所 给 点 或 经 过 所 给 点 的 切线 方程 : 

(1 曲线 3z2 十 2zy 十 2y2 十 3z 一 4y 二 0 在 点 (一 2,1); 

(2) 曲 线 zx: 十 9% 一 40 一 0 在 点 (2, 一 2); 

(3) 曲 线 3z? 十 7zxy 十 5y: 十 4f 十 5y 十 1 二 0 经 过 原点 ; 

(4) 曲 线 2x: 一 4xy 十 yy 一 2x 十 6y 一 3 二 0 经 过 点 (3,4). 

2. 求 二 次 曲线 zr? 一 2y* 一 5z 十 4y 十 6 二 0 在 与 坐标 轴 交 点 处 的 切线 

方程 。 
3. 求 二 次 曲线 式 十 xy 十 十 2X 十 3y 一 3 二 0 平行 于 工 轴 的 切线 方程 . 
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4, 求 双 曲 线 ?一 4y: 一 9 二 0 息 直 于 直线 zx 一 2y 十 1 一 0 的 切线 方程 

5, 求 抛物 线 光一 5z 与 圆 9z 十 9 六 =16 的 公 切 线 方程 . 

6. 问 .mm 间 满足 什么 关系 时 ,直线 y=Azr 十 凡 与 酉 圆 瑟 十 闪 一 
相 切 . 


7. 试 求 经 过 原点 且 切 直线 47 十 3y 十 2 二 0 于 点 (1 ,一 2) 及 切 直 线 z 


一 y 一 1 二 0 于 点 (0, 一 1) 的 二 次 曲线 方程 . 
8. 在 椭圆 (或 双 曲 线 ) 上 任 一 点 引 切 线 , 试 证 两 焦点 到 此 切线 的 距 
离 之 积 为 常数 . 


34.3 二 次 欠 曲 线 的 渐 近 方向 、 中 心 和 渐 近 线 


对 于 二 次 曲线 
f(x, y) 三 ad” 十 2ai2ry 十 ay 
十 2637 十 2Q23y 十 as 一 0 《1) 


如 果 一 直线 方向 ! : m 满足 条 件 BU,m) 二 0, 那 么 由 $ 4 1 中 
讨论 可 知 ,这 条 直线 和 二 次 曲线 (1) 或 只 有 一 个 交点 ,或 没有 
芭 点 ,或 直线 在 二 次 曲线 上 ,把 这 样 的 方向 定义 为 二 次 曲线 的 
渐 近 方向 . 

定义 4.3.1 满足 条 件 B(,m) 二 0 的 方向 1 : 由 称 为 二 
次 曲线 (1) 的 渐 近 方向 ,否则 就 称 为 非 靳 近 方 向 . 

二 次 曲线 (1) 的 二 次 项 系数 av 、2ai、azz 不 全 为 零 , 由 定 
义 4.3.1 可 知 , 二 次 曲线 (1)7 的 渐 近 方 癌 4 : 关 由 下 面 的 方程 
(4. 3 一 1) 完 全 确定 . 可 通过 解 方程 (4. 3 一 1) 得 到 二 次 曲线 (1) 


的 渐 近 方向 . 

DU,m)Eanl Lam am =0 (4. 3—1) 
”下面 通过 对 方程 (4. 3 一 1) 解 的 情况 的 讨论 ,来 了 解 二 次 
曲线 (1) 的 渐 近 方向 的 情况 ， 


14< 


We 


(大 ar 天 0, 则 有 和 闷 关 0( 否 则 由 (4. 3 一 1) 知 2 一 0 下 
盾 ). 式 (4. 3 一 1) 可 写 为 
a Chey 十 2Q1， a 十 a — 0 
2/ et 
解 得 ' 
1 et Vea _ -arty-l 


mm 4&11l 41 


(ii) 若 os 天 0, 则 有 /7 天 0,(4. 3 一 1) 可 写成 


azz( 了 了 ) 十 2 一 7 全 Qn 三 0 


m 一 aiz 士 YWal: VC 

解 得 / .Wie 22 

(iii) 涯 4 一 a, 二 0, 则 有 al 天 0 (4， 3 一 1) 即 为 

2Q1.L1 二 0 
所 以 i:Mm 二 1:0 或 i:m 二 0;1 
、 0 Qa, | 
这 时 1, = |= 一 as<0 
Cl 0 . 


从 上 面 三 种 情况 可 知 , 当 生 仅 当 1,>>0 时 ,二 次 曲线 (1)》 
没有 实 渐 近 方向 (或 有 一 对 共 轿 的 碰 渐 近 方向 ) ; 当 且 仅 当 7 
二 0 时 ,二 次 曲线 (1) 有 一 个 实 渐 近 方向 ; 当 且 仅 当 7, 过 0 时 ， 
一 次 曲线 (1) 有 两 个 不 同 的 实 渐 近 方向 
z 由 化 可 见 ,二 次 曲线 的 渐 近 方向 最 多 只 4 有 两 个 ,因此 , 非 
渐 近 方 癌 有 无 数 多 个 . 按照 二 站 线 这 方 门 站 全 殉 竺 一 次 
曲线 分 为 三 种 类 型. 

定义 4. 3.2 

Q) 没有 实 渐 近 方 问 的 二 次 曲线 称 为 椭圆 型 二 次 曲线 ， 

(Gi) 只 有 一 个 实 渐 近 方 癌 的 二 次 曲线 称 为 抛物 型 二 次 曲 
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Gii) 有 两 个 不 同 实 靳 近 方 向 的 二 次 曲线 称 为 双 曲 线 型 
二 次 曲线 . | 
由 定义 4.3.2 及 上 面 的 分 析 可 知 ,二 次 曲线 为 椭圆 型 、 抛 
物 型 、. 双 曲线 型 的 充分 条 件 分 别 是 疡 >0、 天 =0. 半生 0. 由 此 
可 见 , 枉 圆 五 十 点 一 1 抛物线 % 一 267z、 双 曲线 瑟 一 苞 一 1 分 
别 为 椭圆 型 、 扫 物 型 \. 双 曲线 型 二 次 曲线 ,椭圆 无 实 渐 近 方 回 ， 
抛物 线 有 一 个 实 渐 近 方向 1 : 0( 即 为 其 对 称 轴 的 方向 ) , 双 曲 
线 有 两 个 不 同 的 实 渐 近 方向 a :6 与 一 a :2. 
下 面 介 绍 二 次 曲线 的 中 心 与 渐 近 线 的 概念 
在 8》4.1 中 知道 , 当 直线 
| r+ 二 .Tz 二 
| y=ymt 
的 方向 1: m 是 二 次 曲线 (1) 的 非 渐 近 方 向 时 ,此 直线 与 二 次 
曲线 (1) 总 有 两 个 交点 (两 不 同 实 的 ,两 重合 实 的 ,一 对 共 宛 虚 
的 ) ,把 连 编 这 阿 点 辣 的 党 笑称 为 一 次 轩 江 由 
定义 4.3.3 如 果 存 在 一 点 C, 使 得 二 次 曲线 过 点 CC 的 
所 有 弦 都 以 C 点 为 中 心 , 则 称 点 C 为 二 次 曲线 的 中 心 。 
根据 定义 ， 如 果 二 次 曲线 有 中 心 ， 那么 此 中 ， 心 就 是 二 次 昌 


线 的 对 称 中 心 . 如 椭圆 三 -十 艺 一 19( 或 双 曲 线 碟 5 -各 =1)， 它 


的 过 原点 5 的 所 有 弦 都 以 点 为 中 心 点 ， 所 以 点。 为 生硬 (让 
双 曲 线 ) 的 中 心 , 即 为 其 对 称 中 心 、 | 
有 了 中 心 的 概念 ,自然 会 提出 这 样 的 问题 ， 是 否 每 条 二 次 
曲线 都 有 中 心 呢 ? 对 于 有 中 心 的 二 次 曲线 .其 中 心 是 否 唯 一 ? 
中 心 怎 样 确 定 呢 ?现在 来 讨论 此 问题 
假设 点 CCziyy) 为 二 次 曲线 (1) 的 中 ， 心 ,那么 过 点 CCzo， 
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(4.3 一 2) 


edi hi te nl 


Yo) 以 二 次 曲线 (1) 的 非 渐 近 方 向 i : 六 为 方向 的 任意 直线 
(4. 3 一 2) 与 二 次 曲线 (1) 相 交 于 两 点 PP: ,点 已 、P 以 点 C 
为 中 心 , 设 点 Pi、P 分 别 对 应 参数 tz. 将 (4.3 一 2) 代 入 式 
(] ) ,得 
PDO,m)t 十 of2F, (XorYyo) + mF,(ro,y0) t+ Flro, yo) = 0 
则 上 一 方程 的 两 根 为 t1、\t;. 氮 C4zo'3o) 征 操 Pi、Pz 的 中 点 的 
充分 必要 条 件 为 
ti 二 t=0 : 
上 iF (Troy Yo) 十 iTZoyy) = 0 (4.3 一 4) 
上 面 说 明 点 CCzoyyo) 为 二 次 曲线 (1) 的 中 心 的 充分 必要 条 件 
是 ;对 二 次 曲线 (1) 的 任意 非 渐 近 方向 2: m, 式 (4. 3 一 4) 成 
芯 . 由 于 渐 近 方 回 有 无 数 多 个 , 故 式 (4. 3 一 4) 等 价 于 
Pi(zyyo) = F(xo,y0) =0 
”定理 43.1 点 C02 为 二 次 曲线 的 中 心 的 充分 
必要 条 件 为 : 
F, (xo, yo) 三 Cd 十 ay 十 ai 一 0 
由 定理 4. 3. 1 可 得 下 面 的 推论 : 
推论 4. 3.1 坐标 原点 为 二 次 曲线 的 中心， 当 且 仅 当 二 
次 曲线 方程 中 不 含 一 次 项 . / 
由 定理 4. 3. 1 可 知 , 二 次 册 线 (1) 的 中 从 村 完全 让 下 
方程 组 (4. 3 一 6) 所 确定 , 即 . 
F(xr,y) 和 az 二 a1yy 十 dw 二 0 
| F(x,Yy) Edx 十 ay 十 02 = 0 
因此 ,二 次 曲线 (1) 有 唯一 中 心 、 无 中 心 、 无 数 中 心 的 充分 
必要 条 件 分 别 为 方程 组 (4. 3 一 6) 有 了 唯一 解 . 无 解 .无 数 多 个 
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is. 3 一 6) 


解 ， 
当 友 = za 时 ,方程 组 (4. 3 一 6) 有 唯一 一 解 ,这 


”时 二 次 曲线 (1) 有 唯一 中 心 ， 中 心 坐标 即 为 万 程 组 (4 3 一 6) 的 
解 . 


A 


当 7 一 0, 即 年 一 2 时 ,有 两 各 情况 ， 
(了) 如果 中 ee 则 方程 组 (4. 3 一 6) 无 解 ,这 时 二 
由 线 (1) 天 和 人 


(2) 如 果 一 本 一 := 一 ,方程 组 (4. 3 一 6) 有 无 数 多 解 ,这 


a . 


时 直线 ali 并 十 Cay 十 ”0 或 qz 十 qzsy 十 qz 二 0) 上 每 点 的 
RT 3 一 6) 的 解 , 所 以 直线 叫做 中 心 直 线 . 
合 土 述 分 析 , 则 有 
证 昌 3.2 当 产 天 0 时 ， 二 次 曲线 有 唯一 中 心 ， 中 心 坐 


标 即 为 方程 组 (4. 3 一 6) 的 解 . 当 ==0 时 ， 如 果 2 Uy 


U22 


412 413 _. 


2 ' 二 次 曲线 无 中 心 ;如 果 一 4 二 次 出线 的 中 心 和 


由 条 直线 0 ya 0 
下 面 按 照 二 次 曲线 的 中 心情 况 将 二 次 曲线 加 以 分 类 . 
定义 4. 3.4 有 唯一 中 心 的 二 次 曲线 称 为 中 心 二 次 曲线 ， 

否则 称 为 非 中 心 二 次 曲线 , 在 非 中 心 二 次 曲线 中 ,没有 中 心 的 

称 为 无 心 二 次 曲线 .有 一 条 中 心 直 线 的 称 为 线 心 二 次 曲线 . 
按 定义 ,这 种 分 类 即 为 ， 

1 天 0: 中 心 二 次 曲线 ， 


dl pa 
dl U2 Wz3 


1 一 0: 非 中 心 一 次 曲线 
| 定 = 下 一直: 线 心 二 次 曲线 

前 面 已 将 二 次 曲线 按照 渐 近 方向 与 中 心 的 情况 作 了 两 种 
分 类 ,这 两 种 分 类 有 着 这 样 的 联系 ,椭圆 型 与 双 则 型 二 次 曲线 
即 为 中 心 二 次 曲线 ,抛物 型 二 次 曲线 即 为 非 中 心 二 次 曲线 , 它 
包括 无 心 与 线 心 二 次 曲线 . 关于 非 中心 二 次 曲线 ,可 根据 1 
是 否 为 零 区 分 出 无 心 与 线 心 曲 线 , 即 有 如 下 结论 : 

(1) 当 且 仅 当 1,==0, 且 了 关 0 时 ， 二 次 曲线 为 无 必 曲线 ; 

(2) ” 当 且 仅 当 1,=0, 且 了 =0 时 ,二 次 曲线 为 线 心 二 次 

这 个 结论 的 证 明 将 作为 习题 留 给 读者 完成 . 

有 了 二 次 曲线 中 心 与 渐 近 方向 的 概念 ， 现 给 出 二 次 曲线 
渐 近 线 的 定义 . 

定义 4.3.5 经 过 二 次 曲线 的 中 心 , 且 以 二 次 曲线 的 渐 
近 方 问 为 方 同 的 直线 称 为 二 次 曲线 的 渐 近 线 , 

椭圆 型 二 次 曲线 虽 有 了 唯一 中 心 ,但 没有 渐 近 方向 ,所 以 李 
圆 型 二 次 曲线 无 渐 近 线 . 双 曲 型 二 次 曲线 有 了 叭 一 中 心 , 且 有 两 
个 不 同 的 渐 近 方向 ,所 以 双 曲 型 二 次 曲线 有 两 条 不 同 的 渐 近 
线 . 在 抛物 型 二 次 曲线 中 ,无心 二 次 曲线 没有 渐 近 线 ; 线 心 二 次 
曲线 有 一 个 渐 近 方向 .一 条 中 心 直 线 , 且 渐 近 方 向 就 是 中 心 直 
线 的 方 癌 ,所 以 线 心 二 次 曲线 有 一 条 渐 近 线 , 即 为 它 的 中 心 直 
线 . 


:无 心 二 次 曲线 


最 后 介绍 二 次 曲线 渐 近 线 的 一 个 性 质 . 由 于 二 次 曲线 的 
渐 近 线 的 方向 是 渐 近 方向 ,所 以 渐 近 线 与 二 次 曲线 或 只 有 一 
个 交点 ,或 无 交点 ,或 渐 近 线 在 二 次 曲线 上 , 故 可 以 断言 渐 近 
线 与 二 次 曲线 不 会 有 一 个 交点 . 因为 渐 近 方向 :: m 满 足 
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SG ,一 0, 渐 近 线 过 曲线 的 中 心 Czoy) ,从 而 
Fram) mF(ro yo 0 . 
由 $4.1 中 的 讨论 可 知 , 渐 近 线 与 二 次 曲线 不 可 能 只 有 一 个 
交点 . 当 玉 (zyo) 和 天 0 时 , 渐 近 线 与 二 次 曲线 无 诡 氮 , 当 
F(xo , yo) 0 时 , 渐 近 线 在 二 次 曲线 上 . 
定理 4. 3. 3 二 次 曲线 的 渐 近 线 与 二 次 曲线 或 没有 交点 
或 渐 近 线 在 二 次 曲线 上 . 
例 1 求 下 列 二 次 曲线 的 中 心 和 渐 近 线 ， 加 
(D167x:— 9y:— 64x—54y—161=0; 一 
(2)27 一 4zxy 十 5y: 一 8x 十 6 二 0; : 
(3)3x° +6xyt3y -27+3y 二 1=0 
《440 十 4zy 十 4 六 一 4z 一 8y 十 3 一 0. 
解 (1) 先 求 此 曲线 的 中 心 . 解 方程 组 
F(x,y) lz — 32=0 
1 F,(r,y) 三 一 9z 一 27 一 0 
得 z 一 2,y 一 一 3， 所 以 此 二 次 曲线 中 心 为 (2, 一 3). 
再 求 此 曲线 的 渐 近 方向 .由 
BU, m) = 160 一 9m 一 0 


得 二 一 全 ,或 二 = 一 了 也 以 渐 近 线 的 斜率 为 和 或 一 寺 , 故 所 
求 渐 近 线 方 程 为 
ye 
即 ”10 与 委 二 3y 1 一 0 

(2) 解 方程 组 


上 Cr 2 4=0 
: | F(x,y) 汪 一 27 十 5y= 二 0 
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得 = 一],y 一 二 ,所 以 一 次 曲线 的 中 心 为 (0 ,二 2 


于 六 -| 2 。 | 一 6>0, 所 以 二 次 曲线 无 源 近 方 


向 , 故 二 次 曲线 无 渐 近 线 . 


车 4 一 1 
(3) 由 于 方程 组 
| 门 =3z+3y 一 1=0 


Fas(z,y) 二 37 十 3y 十 六 二 0 


无 解 ,所 以 二 次 曲线 无 中 心 ， 从 而 无 源 近 线 
《4) 由 于 方程 组 
Fi(x,y) XT 2y— 2=0 
[ep et 
“有 无 数 多 解 , 所 以 二 次 曲线 有 无 数 多 中 心 ,构成 一 条 中 心 直 线 
au :并 十 2y 2=0 : 
因为 BG,m)=L 十 mm 十 4m*= 二 0， 所 以 ,二 次 曲线 只 1 有 一 个 浙 
近 方 向 ! : m= 一 2 : 1, 此 方向 即 为 二 次 曲线 的 中 心 直 线 m 
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的 方向 . 故 二 次 曲线 的 渐 近 线 即 为 它 的 中 心 直 线 a 
二 次 曲线 方程 可 化 为 - | 
(r+ 2y— Dr+2y— 3)=0 
它 表 示 两 条 平行 直线 
ai: 过 十 27 一 1 一 0 
az :过 十 2y 一 3 一 0 
中 心 直 线 mw 就 是 位 于 直线 a 与 a 之 间 的 一 条 直线 . 


习 匮 4.3 


1. 求 下 列 二 次 曲线 的 中 心 . 并 指出 它 是 中 心 曲 线 、. 无 心 曲 线 还 是 
线 心 曲线 . 

(1) rzry+t+3y 二 x 一 1] 二 0; 

(2) x 十 2xy 十 yy 十 27 十 y 一 5 二 0; 

《3) 十 2xy 十 十 rf 十 y 一 5 二 0; 

(4) 37°~—4ry++ 6y ~—8r—4y—3=0; 

(5) 4z2 十 4ry 十 只 一 107z 一 5y 十 6 一 0 

2. 求 下 列 二 次 曲线 的 渐 近 方向 ,并 指出 它 是 椭圆 型 . 双 曲 型 还 是 
抛物 型 曲线 . 

(1) zi—4ry4y'—2z+4y—1=0; 

(2) 27z 十 2ry 十 3y* 一 24 十 y 十 3 二 0; 

(3) 天 一 4y 一 2 用 一 3 一 6 一 0 

(4) 天 一 2y 十 7z 一 4 一 0. 

3. 求 下 列 二 次 曲线 的 渐 近 线 . 

(1) 2z 一 3xy 一 十 3y 十 4 一 0; 

(2) 3zr 十 2zxy 一 y 十 8r 十 10y 十 14 二 0; 

(3) x 十 2xy 十 y 十 2+ 十 2y= 二 0; 

(4) 2z 十 4zy 一 3 一 一 2 一 0; 

(5) x 一 2zxy 十 y: 一 47 十 6y 一 1 二 0. 

4. 确定 4 的 值 ,使 (4 十 1)27r 十 2Ary 十 2 人 六 一 2Azr 一 2127 一 0 表示 
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中 心 曲线 ,并 求 出 它 所 表示 的 中 心 曲线 的 中 心 轨 迹 . 

5、 设 二 次 曲线 经 过 点 (2,3)、(4,2)、( 一 1, 一 3), 且 以 点 (0,1) 为 
中 心 , 求 此 二 次 曲线 方程 . 

6， 间 a,6 满足 什么 条 件 时 ,二 次 曲线 
rx 十 6ry 十 ay 十 37 十 by 一 4 二 0 

表示 (1) 中 心 曲 线 ;(2) 无 心 有 曲线;(3) 线 心 曲 线 . . 

7. 设 二 次 曲线 有 两 个 渐 近 方向 ! :mm 一 1:0 与 :一 0:1, 它 
的 中 心 为 (一 1,1) , 且 与 直线 zx 十 y= 0 相 切 , 求 此 二 次 曲线 方程 

8. 证 明 ; 

(1) 二 次 曲线 为 无 心 曲线 , 当 且 仅 当 了 ,==0,1, 取 0; 

(2) 二 次 曲线 为 线 心 二 次 曲线 , 当 且 仅 当 7 一 0,7=0. 


“$4.4 二 次 曲线 的 直径 与 主 直 算 


”一 、 二 次 曲线 的 直径 
在 8 4.1 中 已 经 知道 ,如 果 ! : m 是 二 次 曲线 的 一 个 非 浙 
近 方 问 , 那 么 平行 于 此 方 回 的 直线 与 二 次 曲线 有 两 个 交点 ,这 
两 点 决定 了 二 次 曲线 的 一 条 弦 . 下 面 求 平行 于 此 非 渐 近 方向 
:1 的 所 有 弱 的 中 点 的 轨迹 . 其 方法 是 写 出 以 点 (zyyo) 为 
中 所 的 弦 的 参数 方程 ,代入 二 次 曲线 方程 便 得 到 一 个 关于 : 
的 二 次 方程 ,利用 此 二 次 方程 两 根 之 和 为 零 的 条 件 , 得 到 zo、 
yo 所 满足 的 关系 式 即 为 所 求 轨迹 之 方程 . : 
设 (xo,yo) 是 平行 于 淘 近 方向 江 : m 的 一 笨 弦 的 中 点 , 那 
么 此 弦 的 方程 为 
TT 二 Xo 十 屁 
(2 
将 上 式 代 入 二 次 曲线 方程 RGz,y) 一 0, 得 
DO mE + 24FCrzoyyo) + mF,xos yo) 


(4.4— 1) 
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本 Fry)=0. (4.4— 2) 
弦 方 程 (4. 4 一 1) 与 二 次 曲线 的 两 个 交点 PP 所 对 应 的 参 
数 .ti 是 方程 (4. 4 一 2) 的 两 根 ,由 于 弦 Pi, 7 的 中 点 《zo， 
y,) 对 应 参数 t, 一 0， 所 以 有 
上 十 也 一 0， 
根据 二 次 方程 根 与 系数 之 间 的 关系 有 
(zyy) + mF(ro, ya) 一 :0 
这 说 明 平 行 于 非 渐 近 方向 m 的 所 有 弦 的 中 后 (rooo) 清 下 
方程 
AP Czyy) 十 mry) 一 10 (4.4 一 3) 
处 《ai 十 aa) 十 (al Tt awm)y 
a++anam=0 (4.4— 3) 
反之 ,如果 点 (x， y) 的 坐标 满足 方程 (4. 4 一 3) ,那么 方 
程 (4. 4 一 2) 的 两 根 之 和 为 零 ， 从 而 点 Cro、 和 ) 就 是 弦 PP 的 
中 点 . 所 以 (4. 4 一 3) 或 (4. 4 一 3') 就 是 二 次 曲线 平行 于 非 渐 
近 方 向 "的 疡 有 弦 的 中 点 的 轨迹 方程 对 于 非 渐 近 方 向 
Dl,m) =ant 二 2aialm 十 azy7112 一 a + Cd 
十 (Cal 二 dm Im 0 : 
因此 ,方程 (4. 4 一 3 ) 中 一 次 项 系数 不 可 能 全 为 零 ， 它 表示 一 
条 直线 ,于 是 得 到 ; 
定理 4.4.1 平行 于 二 次 曲线 的 一 个 非 浙 近 方向 的 所 有 
弦 的 中 点 的 轨迹 是 一 条 直线 ， 其 方程 为 (4. 4 一 3) 或 (4 4 一 
3 ). 
定义 4.4.1 平行 于 二 次 曲线 的 一 个 非 渐 近 方向 ，: 
的 所 有 弦 的 中 点 的 轨迹 (直线 (4. 4 一 3)) 称 为 二 灾 风 线 共 于 
方向 1: m 的 直径 ; 这 条 直径 的 方向 
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7 : mi 一 一 (ai2! az2m) : (au! Tai21m) (4.4—4) 
叫做 非 渐 近 方向 ! : m 的 共 斩 方 向 . 
现在 来 讨论 与 非 渐 近 方向 ! :mm 的 共 斩 方 向 在 什么 情况 
下 是 非 渐 近 方向 ,在 什么 情况 下 是 渐 近 方向 . 
BP,m) = BP a — aym,aunt + a1m) 
一 Qu (a 十 A017m ) 2aly (ai 十 az) 
(a 十 ao 十 aa 4 am)y: 
一 (aazz — aI) ant -2am 十 az ) 
=JI,BU,m) / 
- (4.4— 5) 
由 此 可 得 如 下 结论 ， | 和 
.定义 4.4.2 对 中 心 曲线 (I, 关 0), 每 个 非 渐 近 方向 的 共 
儿 方 向 也 是 非 渐 近 方向 ;对 非 中 心 曲线 (I, 二 0) ,每 个 非 渐 近 
方向 的 共 轿 方向 都 是 渐 近 方向 . 

由 于 非 中 心 曲线 只 有 一 个 渐 近 方向 ,所 以 非 中 心 曲线 的 
直径 都 平行 于 此 渐 近 方向 . 另外 ,由 (4. 4 一 4) 式 可 知 ,一 个 非 
渐 近 方向 1: ma 与 方向 : m!' 共 轿 的 充分 必要 条 件 为 
: andl’ + a Gm + Em) amm'’ = 0 (4.4 CO— 6) 

(4, 4 一 6) 式 关于 两 个 方向 1 : m 与 1 :xm' 是 对 称 的 ,因此 ,对 
中 心 曲线 来 说 ,若非 渐 近 方向 7: m 的 共 罗 方 向 与 / : m' , 那 
么 方向 1 : m' 的 共 锋 方向 就 是 4: m, 即 中 心 二 次 曲线 的 两 个 
方向 共 力 是 相互 的 ,把 这 样 的 两 个 方向 称 为 一 对 共 斩 的 方向 . 

定理 4. 4. 2 车 中 心 二 次 曲线 的 一 对 直径 的 方向 是 相互 
共 轿 的 , 则 称 这 对 直径 为 一 对 共 轿 直径 . 

下 面 讨论 二 次 曲线 直径 的 情况 . 由 前 述 可 知 二 次 曲线 的 

与 方向 1 : m 共 轿 的 直径 方程 为 (4. 4 一 3). 由 于 当 1, 关 0 即 
]53 


二 4 


人 1 Go? 


) 时 ， 


(zyy) 一 Ci 十 cy 十 ay 一 0 044 一 7) 
PCryy) 一 air 十 ay 十 ai 一 0 (4.4 一 8) 
表示 两 条 相交 直线 , 交 扣 为 二 次 曲线 的 中 心 , 方 程 (4. 4 一 3) 
表示 过 二 次 曲线 中 心 的 直线 束 , 所 以 中 心 二 次 曲线 的 所 有 直 
仔 都 属于 它 的 中 心 直 线 束 . 
当 1 二 0 时 ， 可 分 为 以 下 两 种 情况 ， 
Qj 车 二 一 2 天 ca (4.4 一 7) 与 人 (4.4 一 8) 表 示 两 条 平行 
直线 ， 从 而 方程 (4 4 一 _ 3) 表示 平行 直线 过 这 时 二 次 曲线 的 所 
有 直径 者 平行 于 它 的 一 个 源 近 方 同 ，; 
(iD 若 小 一 一 -,(4.4 一 3) 只 能 表示 一 条 直线 ajiz 


UH 22 

十 aizy 十 ai3 一 0( 或 je hay ra, ;一 0) , 即 为 线 心 二 次 曲线 的 
中 心 直 线 . 

通过 上 面 的 讨论 ,可 得 到 : 

定理 4. 4. 3 中 心 二 次 曲线 的 直径 通过 曲线 的 中 心 ,无 
心 二 次 曲线 的 直径 平行 于 曲线 的 渐 近 方向 , 线 心 二 次 曲线 的 
直径 仅 有 一 条 ， 为 线 心 一 次 曲线 的 中 直线 

例 1 求 椭圆 = 互 十 世 一 1( 双 曲线 3 一 艺 二 1 ) 共 示 于 非 浙 
近 方 向 2 : m 的 直径 ， 并 证 明 两 直线 y 一 Az 与 y= 并 是 丹 罗 


( 双 曲 线 ) 的 一 对 共 斩 直 径 的 充分 必要 条 件 是 AR = ak 
= 
a 


解 对 于 椭圆 ,Cx,y) 一 四 ,h(xsy) 一 学 ;出 公式 


(4. 4 一 3) 可 知 共 斩 于 非 渐 近 方 向 4 : m 的 直径 的 方程 为 
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与 z 十 Fy 一 0 
同样 可 求 双 曲 线 共 轿 于 非 渐 近 方 向 1: m 的 直径 方程 为 


{ 7 
“7 y=0 
a p> 


显然 ,椭圆 和 双 曲 线 的 直径 都 过 它们 的 中 心 (0.0)， 
由 于 两 直径 7 一 Az 与 y= 二 kX 的 方 癌 分别 为 


1 ] 
/二 :mM 


它们 为 椭 贺 的 一 对 共 轿 方向 的 充分 必要 条 件 为 (4. 4 一 6) 式 成 
,BH 
21 十 沁 mm' 一 
十 二 mm 一 0 或 


a? 0 
2 
访 十 元 it 一 0， kk' = 一 人 


同 理 可 证 y=kx 与 y= 二 kz 是 双 曲 线 的 一 对 花 直径 的 
充分 必要 条 件 为 &&' 一 

例 2 求 抛物 线 y==2pz 共 绒 于 非 渐 近 方 向 7: m 的 直 
径 . 

解 对 抛物 线 , 记 (zy) 一 户 ,FaCzyy7 一 一 2， 由 公式 
(4.4 一 3) 可 知 ,抛物 线 共 轿 于 非 渐 近 方向 1 : mm 的 直径 方程 
ip— my=0 

a y 一 一 b 

可 见 抛物 线 y= 二 2pz 的 所 有 直径 都 平行 于 它 的 渐 近 方 

向 1 : 0, 即 平行 于 它 的 对 称 轴 . : 

例 3 求 二 次 曲线 xz: 一 47y 十 4y: 十 2x 一 4y 十 3 二 0 的 共 
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撤 于 非 渐 近 方 向 ! :和 z2 的 直径 . 


解法 一 “由 于 和 一生 一 全 ,所 以 此 曲线 是 线 心 二 次 曲 
线 . 由 定理 4.4. 3 可 知 , 此 二 次 曲线 的 直径 仅 有 一 条 , 即 为 此 . 
线 心 二 次 曲线 的 中 心 直 线 

QZ 十 ay 十 2 二 
下 : r+—2y+1=0 
解法 二 由 于 

fiCZy) 一 工 一 2y 十 ] 

(zy) 一 一 27 十 4y 一 2 
所 以 由 公式 (4. 4 一 3) 可 知 所 求 直 径 方 程 为 

LOZz 一 27 十 1 十 7 一 9x 十 4y 一 2) 一 0 

即 (一 2 一 2y 十 1)=0 

另外 ,6 可 求 此 二 次 曲线 的 渐 近 方向 为 2 : 1, 所 以 对 非 渐 
过 方向 2: 严 有 ?天 27: 必 四 

并 一 2y 十 1 三 0 
为 所 求 直 径 方 程 ， 此 二 次 曲线 仅 有 过 一 共 直 人生. 


例 4 已 知 椭圆 十 潜 =1 的 一 对 共 印 直 径 间 的 夹 角 为 


并,' 求 这 对 共 q 直 径 的 方程 . 


解 ” 由 于 椭圆 的 中 心 为 坐标 原点 ,因此 可 设 y= 二 kx 与 
=Kz 为 椭圆 的 一 对 共 轿 直 径 , 且 它们 的 夹 角 为 地 . 
由 例 1 可 知 | 


由 夹 角 公 式 有 


156 


由 上 面 两 式 可 得 
习 一 5 二 6 一 0 

由 此 得 到 有 一 2 或 &=3. 
当 有 & 王 2 时 , 几 一 一 3, 当 & 一 3 时 ,及 一 一 2, 故 求 的 一 对 共 斩 直 
径 方 程 为 y 一 2z 与 y 一 一 37 ,或 y 一 3 与 y 一 一 27 

二 、 二 次 曲线 的 主 直 径 
定义 4.4.3 车 二 次 曲线 的 一 个 非 渐 近 方向 与 它 的 共 辑 
方向 垂直 , 则 称 这 个 方向 为 二 次 曲线 的 主 方向 ,与 主 方向 共 镀 
的 直径 称 为 二 次 曲线 的 主 直 径 . 主 直径 与 二 次 曲线 的 交点 叫 
做 二 次 曲线 的 顶点 . 

根据 定义 可 知 , 二 次 曲线 的 一 组 委 直 于 主 直 径 的 弦 被 主 
直径 所 平分 ,因此 二 次 曲线 的 主 直 径 是 二 次 曲线 的 对 称 轴 , 也 
称 为 二 次 曲线 的 轴 . 男 外 ,对 中 心 二 次 曲线 ,二 个 非 浙 近 方 问 
共 轿 是 相互 的 ,所 以 中 心 二 次 曲线 的 主 方向 是 成 对 出 现 的 ,从 
而 主 直径 也 是 成 对 出 现 的 . 比如 桶 圆 五 十 蒜 一 1 的 两 非 渐 近 
方向 1: 0 与 0:1 是 相互 共 罗 、 相 互 垂直 的 ,因此 这 两 个 方向 
是 椭圆 的 两 个 主 方向 ,与 这 两 个 主 方向 共 轿 的 直径 为 y 轴 与 
zx 轴 , 是 桶 圆 的 两 个 主 直 征 , 主 直 径 与 椭 鲍 的 四 个 交点 为 椭圆 
的 顶点 . : 

下 面 研究 如 何 确 定 二 次 曲线 芽 

F(r,y) Sarr + ary + ay 
十 20: 并 十 2az3y 十 Ci = 0 
的 主 方向 与 主 直径 
设 1:m 是 二 次 曲线 矿 的 一 个 非 疡 近 方向 ， 其 共 饮 方 向 
为 了 :xm ,| 
lm 一 一 (4 十 az) (ai 十 ay172) 
(4.4 一 9) 
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那么 2 :和 是 二 次 曲线 己 的 主 方向 的 充分 必要 条 件 是 方向 / 
: mm 与 方向 : z 垂 直 , 即 


lim 一 一 1722 (4. 4 一 10) 
由 (4. 4 一 9) 与 (4.4 一 10) 可 知 , : zz 是 二 次 曲线 下 的 主 方向 
的 充分 必要 杀 件 为 / / 
:一 (ai 十 ao) (ai + Qsm) 
(4.4— 11) 
即 存在 不 为 零 的 实数 ,使 / | 
ai + avm = 
(4.4 — 12) 
ait 十 drm = Am , 
(ai 一 1 十 am 一 0 
Qizt 十 (cs — A)m 一 0 


上 面 说 明 方 向 1 : m 是 二 次 曲线 荆 的 主 方向 的 充分 必要 
条 件 为 4\mm 是 方程 组 (4. 4 一 12') 的 解 . 由 于 ma 不 全 为 零 , 屠 
么 (4.4 一 122 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 为 


an 一 4 a 


| : 0 (4. 4— 13) 
| di Q22 一 信 
\ 
a XA+l=0 (4. 4 一 14) 
11 Qia 
其 中 一 0 十 ao 一 
Ci2 U22 


定义 4.4.4 方程 (4.4 一 14) 称 为 二 次 曲线 互 的 特征 方 
程 , 它 的 根 称 为 二 次 曲线 一 的 特征 根 ， 
下 面 通 过 对 特征 方程 (4.4 一 14) 根 的 个 数 的 讨论 ,了 解 和 
确定 二 次 曲线 工 的 主 方向 
由 于 特征 方程 (4. 4 一 14) 的 判别 式 为 
AA=(all 二 a2)* CO— 4(udiazs 一 Qi 
158 


一 (al 一 2) 十 4al 之 0 

所 以 ,特征 方程 (4.4 一 14) 的 根 都 是 实数 . 

G) 若 二 次 昌 线 为 中 心 曲 线 , 那 么 环 夭 0, 特征 方程 
(4. 4 一 14) 的 根 辟 不 为 堆 

当 A 二 0, 即 ou 一 aa 一 0 时 ,特征 方程 (4.4 一 14) 有 二 
重 根 六 一 2=au 一 a ,这 时 方程 (4. 4 一 12') 成 为 恒等式 ,因此 
任何 方向 7 : m 营 满 足 方程 (4.4 一 12'), 故 任何 方向 都 是 二 次 
曲线 的 主 方向 , 对 原 方 程 经 配方 可 知 , 这 时 二 次 曲线 为 圆 . 反 
之 ,在 二 次 曲线 为 圆 , 必 有 ai=azyaiz 一 0, 从 而 A 一 0. 

当 A 天 0 时 , 即 aa 天 az 或 au 天 0 至 少 有 一 个 成 立 , 这 时 
特征 方程 (4. 4 一 14) 有 两 个 不 同 的 非 零 实 根 hj 加, 将 它们 分 

别 代入 (4. 4 一 12) ,得 到 二 次 曲线 的 两 个 主 方向 : 


/3 11 一 一 0i; : (Ci CO— A) =~ (do ~ 1) :a 
li: Wz 一 一 0 (A1 ~ Ms) = (qs 一心) ;ay 
由 G12 (G22 一 入) 十 als(a1 一 A) 
J 一 Qls[Qai 十 a 一 (机 十 4,)]= 二 0 
有 Limm=0 
所 以 ,这 两 个 主 方向 是 互相 年 直 的 . 


(2) 若 二 次 曲线 为 非 中 心 曲 线 , 那 么 1, 二 0; 从 而 特征 方程 
(4. 4 一 14) 至 少 有 一 个 零 根 , 故 可 以 断言 方程 (4. 4 一 14) 必 有 


1 一 ai 十 ay 一 0 

7 一 ai 一 0 一 0 

因此 , D7 一 21; 一 (au 十 as) 一 2Camaz 一 aa) 一 0 
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中 ai 十 以 十 2ai, 一 0 

由 于 wa, 缘 为 实数 ,所 以 ch 三 a， :一 0 一 0, 这 与 曲线 是 二 
次 曲线 相 政 对 . 故此 时 特征 方程 (4. 4 一 14) 只 : 一 个 非 零 根 
1, 将 4 代入 (4. 4 一 120) .得 到 非 中 心 曲 线 叭 一 的 一 个 主 方向 ， 

因为 非 中 心 曲线 的 任何 非 渐 近 方向 的 共 思 方向 总 是 它 的 
唯一 的 渐 近 方向 ， 

和 :Mt 一 一 aa 一 cd: (一 ay ) 
折 以 , 靖 近 方 癌 0 :mm 即 为 非 中 心 二 次 曲线 的 主 直 径 的 方 

可 , 故 与 渐 近 方 同 外; m 垂直 的 方向 : 
l,m = di ‘Al2 = dz d22 (4.4—— 15) 

即 为 非 中 心 二 次 曲线 的 唯一 的 一 个 主 方向 . 

综 上 所 述 , 可 得 到 : | 

定理 4.4.4 非 圆 的 中 心 二 次 曲线 有 两 个 互相 垂直 的 主 
方向 , 圆 的 每 个 方向 都 是 主 方向 ; 非 中 心 二 次 曲线 只 有 一 个 主 
方 问 , 即 与 它 的 唯一 渐 近 方向 垂直 的 方向 即 为 主 方向 . 

由 此 可 得 到 下 面 的 推论 : 

推论 4. 4. 1 非 圆 中 ， 一 次 曲线 有 两 个 互相 垂直 的 主 直 
径 , 圆 的 每 个 直径 都 是 主 直 径 ; 非 中 心 二 次 曲线 只 有 一 个 主 直 
径 ,其 方向 平行 于 曲线 的 唯一 的 渐 近 方向 ， | 

根据 上 面 的 结论 和 分 析 , 归 纳 出 求 二 次 曲线 主 方向 与 直 
径 的 具体 方法 :| 

(1) 写 出 二 次 曲线 的 特征 方程 (4. 4 一 14) ,并 求 出 它 的 非 

(2) 将 方程 (4.4 一 14) 的 非 零 根 分 别 代 入 式 (4. 4 一 12')， 
便 得 出 二 次 曲线 的 主 方向 (其 中 当 方 程 (4. 4 一 14) 有 二 重 根 
时 ,任何 方向 都 是 主 方向 ; 当 方 程 (4. 4 一 14) 只 有 一 个 非 零 根 
时 ,二 次 曲线 的 唯一 的 汤 近 方 同 即 为 主 方向 》; 

160 


(3) 求 出 与 主 方 铝 共 施 的 直径 即 为 主 直径 

例 5 求 二 次 曲线 xz? 十 4xy 一 2 一 47 一 6y 十 3 二 0 的 主 
方向 与 主 直 径 
中 心 曲 线 ,其 特征 方程 为 


2 十 人 一 6 一 0 
解 此 方程 得 到 两 特征 根 为 
A 二 2， 4, 二 一 3 
由 特征 根 4 二 2 所 确定 的 主 方向 为 
A ?7 一 一 CGI (Zi 一 A) 一 一 避 : (1 — 2) 二 2:1 


由 特征 根 X, 二 一 3 所 确定 的 主 方向 为 
ly :m2 = (a1) : (ai 一人) 
一 《一 2): (1 十 3)= (一 1):2 
叉 因为 F(z,y) 二 十 2y 一 2,F,(X,y) 一 27 一 27 一 3 
所 以 ,曲线 的 两 个 主 直径 为 。 
2F (ry) TF Flr;y) =0 
— Fi(r,y) + 2F.(2,y) = 0 
即 47 二 2y 一 7 二 0 与 3x+ 一 6y 一 4 二 0 
例 6 求 二 次 曲线 好 一 2xzy 十 和 一 4z 十 2y 一 5 一 0 的 主 方 
向 与 主 直 径 ， : 
为 和 | 
线 为 非 中 心 曲 线 , 它 的 特征 方程 为 
2X4=0 
它 的 两 特征 根 为 
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所 以 ,曲线 只 有 一 个 主 方 回 . 且 由 非 零 特 征 根 三 2 所 确定 ， 
ll | z 
lim 一 (一 go (a 一 4) 一 1: (1 一 2 一 (一 1) :1] 
主 直 径 为 
— Flry) 十 Try) 一 0 

一 (rr 一 yy 一 2) 十 (一 工 十 yy 二 1) 一 0 

BH 27 一 27 一 3 二 0 

解法 二 ”由 于 天 =0, 因 此 二 次 曲线 为 非 中 心 曲线 , 由 方 


程 
/ DOM nim =0 
解 得 渐 和 近 方 向 为 


由 定理 4. 4.3 可 知 与 此 渐 近 方向 牌 直 的 方向 
:Mi 一 (一 1): 1 
好 为 二 次 曲线 的 主 方向 . 二 次 曲线 的 主 直 径 的 求法 同上 . 


站 是 4.4 


1. 已 知 二 次 曲线 3z: 十 7zv 十 5 如 十 4r 十 5y 十 1 一 0, 求 它 的 

(1) 与 方向 1 : 0 平行 的 弦 的 中 点 的 轨迹 ， 

(2) 与 方向 0 :1 平行 的 弦 的 中 点 的 轨迹 ; 

(3) 与 直线 zx 十 y 十 1 一 0 平行 的 弦 的 中 点 的 轨迹 . 

2. 已 知 二 次 曲线 3x7 一 2xy 十 3 十 47 十 4y 一 4=0 的 一 直径 过 点 
(1 ,一 2), 求 此 直径 及 其 共 入 直 径 的 方程 ， 

3. 求 二 次 曲线 2 址 十 4.ry 十 3y* 一 8r 十 6 二 0 的 与 直线 2rz 一 > 十 5 一 0 
平行 的 直径 的 方程 . 

4. 求 二 次 曲线 .zy 一 如 一 27 十 3 一 1=0 与 方向 一 1 :1 共 恩 的 直径 
的 方程 
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5. 已 知 双 曲线 一 y*=1 的 两 条 共 轿 直径 之 间 的 夹 角 为 , 求 这 
两 条 共 示 直径 的 方程 

6. 求 两 条 二 次 曲线 ?一 zxy 一 y: 一 rt 一 y= 二 0 与 十 2zyN-z 二 y=0 
的 公共 直径 的 方程 . z 

7. 已 知 二 次 曲线 过 点 (1,1), 且 以 下 列 两 对 直线 

2t—3y=0 xz—y=0 

: + 十 2y 二 0 3z 一 5y 一 0 
为 它 的 两 对 共 亏 直 径 ， A 

8. 求 双 曲 线 =z 一 1 与 抛物 线 y* 一 2pz 的 主 方向 与 主 直径 . 

9. 求 下 列 二 大 曲线 的 主 方向 和 主 直 和 

(1)3zr +2ry 二 3y 二 6r—2y—5=0; 

(2)x:—3xy 十 y 十 1 二 0; 

(3)z 一 2zy 十 六 十 z 一 2y 十 3 一 0 

(4)zx 十 y 一 67 十 4y 十 2 二 0; 

(5)x—2xy 二 y 一 12 二 0. 

“10. 直线 z 十 ?十 1=0 是 二 次 曲线 的 主 直径 ( 即 对 称 轴 ), 点 (0,0)、 

(1, 一 0),(2,1) 在 曲线 上 , 求 这 二 次 曲线 方程 / 

11. 证 明 外 切 于 椭 贺 的 一 平行 四 边 形 的 对 单线 是 这 个 梢 贺 的 一 对 : 
共 轰 直径 ， 

12. 设 POP .QOQ 是 双 曲 线 的 任意 一 对 共 斩 直径 ,其 中 已 .P' 和 
QQ 分 列 是 两 共 卉 直径 与 双 曲 线 和 它 的 共 氏 双 曲线 的 交点 , 试 证 以 
OP、OQ 为 两 边 的 平行 四 边 形 的 面积 为 定 值 . 


$4.5 利用 坐标 变换 化 简 一 般 二 次 曲线 方程 


在 不 同 的 坐标 系 下 ,平面 上 一 点 的 坐标 、 一 条 曲线 的 方程 
是 不 同 的 . 因此 ,本 节 将 要 解决 这 样 一 个 问题 ;如 何 利用 坐标 
变换 ( 即 坐标 轴 的 平移 和 旋转 ) ,将 -- 般 二 次 曲线 方程 化 成 最 
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向 形 式 ,借以 确定 曲线 的 形状 天 位 置 
一 ,坐标 变换 
1. 坐标 轴 的 平移 | 
只 政变 坐 导 点 的 位 置 ， 而 不 改变 坐标 轴 的 方向 与 长 度 
单位 ， 这 样 的 坐标 变换 时 做 坐标 轴 的 平移 ， 简称 平移 或 移 轴 . 
将 旧 坐 标 系 oxry 平行 称 动 到 o'x'y ,那么 平面 上 任 一 点 
M 在 旧 坐 标 系 与 新 坐标 系 的 坐标 (x， > 和 (x y ) 具 有 关系 
一 十 
1 (4.5— 1) 
y=y+y 
其 中 Cr,y) 是 新 坐标 系 中 的 原点 。 ' 在 旧 坐 标 系 里 的 坐标 . 
公式 (4. 5 一 1? 叫 做 平 
移 变 换 公 式 , 它 也 可 写成 
X' = 一 
| y =y—y, 
: (4.5—1) 
现在 来 讨论 在 平移 变 
换 下 ,二 次 曲线 方程 的 系 
数 将 发 生 坟 样 的 变化 .将 
公式 (4.5 一 1) 代 入 二 次 曲 
线 的 一 般 方 程 ,得 二 次 曲 
线 在 新 坐标 系 下 的 方程 为 
F(T 十 Toy 十 y) 三 az 十 7) 十 2a1s(x' 十 ro) 
Cy 十 9) 十 dzzly 十 yo) 
十 2ar 十 xn) 十 2a30y7 十 yw) 十 ai 一 0 
月 站 z QT 十 2241 XY 十 ay'y’ 十 2a13 
| 二 2a’'y 十 :Ga 二 0 


其 中 
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Ci 一 Ciyat 一 aid 一 dr 
Ci 一 QZo 十 aiyo 十 a13 二 F(xo, Yo) 
Qs3’ = Q1270 十 Qzzyo 十 aas = F(Xo, Yo) (4.5 一 2) 
ass 一 Ci 十 2azoyo 十 ao 光 十 | 
2aisze 十 2assy 十 ass = Fro yo) 
此 得 到 在 平移 变换 下 ,一 次 曲 训 方程 的 系数 变化 规律 
(1) 二 次 项 系数 不 变 ; | 四 
(2) 一 次 项 系数 变 为 2 Cros yo) 2 0zo yo); 


(3) 常数 项 变 为 PCzovyo)， 
| 其 中 Cn,y) 是 新 从 
下 ”” 标 系 的 原点 在 旧 坐 标 系 
\ yy 里 的 坐标 . 当 (zo， yo) 为 
pp z 二 次 曲线 的 中 心 时 ,有 
WW : F(xo, yo) = FF, (ro, yo) 
D> =0. 因此 , 当 二 次 曲线 
2 -有 中 心 时 , 作 移 轴 变换 ， 
使 新 坐标 系 的 原点 与 二 
次 曲线 的 中 心 重合 , 那 
么 在 新 坐标 系 下 ,二 次 
0 “曲线 的 新 方程 中 没有 一 
次 项 . 


2. 坐标 轴 的 旋转 
坐标 原点 的 位 置 和 长 度 单位 都 不 改变 ,让 坐标 轴 绕 原点 
榨 同 一 方向 旋转 同一 个 角度 ,这 种 坐标 变换 叫做 坐标 轴 的 放 
转 ,简称 旋转 或 转轴 ， 
见 图 4 一 3, 把 旧 坐标 系 oxy 绕 原点 。 旋转 同一 个 角度 9 
到 oz'y ,那么 平面 上 任 一 点 M 在 旧 坐 标 系 与 新 坐标 系 下 的 
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坐标 (z,y) 与 (z ,y ) 之 间 上 共有 关系 
7 一 cosl 一 ysing 
[emp 一 4s 

y =X siIn0 十 y cosd z 
公式 (4. 5 一 3) 叫 做 旋转 变换 公式 . 公式 (4. 5 一 3) 也 可 写成 
Z =rcos0 十 ysing 
| 《4.5 一 3) 


了 


y 一 -XSD 十 ycosO 
公式 (4. 5 一 3 ) 可 这 样 记忆 ,在 公式 (4. 5 一 3) 中 ,zx 与 x'、y 与 
y 互 换 , 并 以 一 9 代 0, 便 得 到 公式 (4. 5 一 3'). 
现在 再 来 讨论 在 旋转 变换 下 ,二 次 曲线 方程 的 系数 将 发 
生 和 您 样 的 变化 . 将 公式 (4. 5 一 3) 代 入 二 次 曲线 的 一 般 方程 ， 
得 到 二 次 曲线 在 新 坐标 系 下 的 方程 为 
. Q(x'cos0 — y'sin0) + 2a1s x' CO0SO 一 YY sind) 
(zsing 十 ycosb 十 a (x Sin0 十 y' cos0)’ 
十 2a1;(X'C080 一 y'sing) 十 2ara Cx’'sing 十 Yy cos0) 
十 Qa 二 0 
ll QZ2 十 2Qj; XYy 十 a yy 十 2 净 
十 2asy 十 a 二 0 
其 中 
Ci 二 ai,coOs’0 十 2acosbsing 十 assin2B 
ai 一 (ar 一 CQ)singcosb 十 aiz(cos20 一 sin20) 
ai 一 aiistinO 一 2asinlcosb 十 arrcos:O 
ds 一 Q13C080 十 CasInU 
gy 一 一 QiStng 十 ayacosd 
033 ”一 dy (4.5 CO— 4) 
由 此 得 到 ,在 旋转 变换 下 , 二 次 曲线 方程 系数 的 变化 规律 
(1) 二 次 项 系数 一 般 要 改变 ,新 方程 的 二 次 项 系数 仅 与 原 
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方程 的 二 次 项 系数 及 旋转 角 ! 有 头 ， 而 与 一 次 项 系数 及 常数 
项 无 关 . 
(2) 一 次 项 系数 一 般 要 改变 ,新 方程 的 一 次 项 系数 仅 与 原 
”方程 中 的 一 次 项 系数 及 旋转 角 9 有 关 , 与 二 次 项 系数 及 常数 
项 无 关 . / 
由 (4. 5 一 4) 中 的 第 四 、 五 两 式 可 得 
| a13 =ais'cos0 — a,s'Ssing 
， da 一 Ci'sing 十 arcosO (4. 3 一 
由 《4. 5 一 4) 中 的 第 四 ,五 两 式 及 (4. 5 一 5) 可 知 , 当 原 方 程 
中 有 一 次 项 时 ,通过 转轴 不 能 完全 消去 一 次 项 , 当 原 方程 中 无 
一 次 项 时 ， 通过 转轴 不 会 产生 一 次 项 . 
(3) 常数 项 不 变 . 
当 als 关 0 时 ,分 析 怎 样 通过 转轴 来 消去 交叉 乘积 项 zy. 为 
此 ,需要 通过 旋转 一 个 适当 的 角度 0, 使 新 方程 中 的 cx = 二 0, 即 


Als 一 (ay 一 ai)sinbcosb 十 ay(cos20 一 Sin20) 
一 六 (az 一 CQ)sSin2l 十 Qi2COS20 二 0 
上 式 成 立 当 且 仪 当 


Gil 一 Caz? 
Qi2 
由 于 余 切 的 值 可 取 任 何 实数 ,所 以 满足 (4.5 一 6) 的 0 一 定 
存在 ,这 说 明 总 可 经 过 适当 的 转轴 消去 二 次 曲线 方程 中 的 1y 
项 ,并 且 只 要 旋转 角 0 满足 (4.5 一 6) 式 便 可 达到 这 一 目的 . 
在 旋转 变换 公式 中 ,需要 求 出 sing 与 cosb 的 值 , 如 果 满 
足 (4. 5 一 6) 式 的 0 是 特殊 角 , 则 sin6 与 cos6 的 值 可 直接 写 
出 ;如 果 满 足 (4. 5 一 6) 式 的 0 不 是 特殊 角 , 则 可 出 (4. 5 一 6) 中 
的 ctg29 的 值 和 和 下面 的 三 角 公 式 (4. 5 一 7) 求 出 sing 与 cosb 
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ctg20 = (4.5 一 0) 


的 值 , 即 / 
: | cos20 一 ctg20 


| 
本 1 一 cos20 (4.5— 7) 
| 
| 


| /1 1+e cos20 - 
cosl 一 2 


这 里 需要 指出 的 是 , (4. 5 一 7) 中 的 三 个 公式 的 右边 根 式 前 
都 应 带 有 “ 士 " 号 ,但 取 适 合 于 公式 (4. 5 一 6) 的 29 的 最 小 正 值 ， 
就 是 使 0 过 20 过 <x, 从 而 cos20 与 ctg26 的 符号 相同 ;这 时 sin0 
3 eos 都 是 正 值 ,因此 (4. 5 一 7) 中 三 式 的 根 号 前 都 取 下 号 . 

二 .用 坐标 变换 化 简 中 心 二 次 曲线 方程 。 

用 坐标 变换 化 简 中 心 二 二 次 曲线 方程 的 方法 是 : 先 通 过 移 
轴 消 去 方程 中 的 一 次 项 ， 然后 再 通过 适当 的 转轴 消去 方程 中 
的 交叉 乘积 项 

当然 ,也 可 以 先 转轴 消去 方程 中 的 交叉 外 和 R 项 ,然后 通 
,过 移 轴 消去 方程 中 的 一 次 项 来 化 简 中 心 二 次 曲线 方程 但 是 
后 种 方法 不 如 前 种 方法 简便 ， 

用 坐标 变换 化 简 中 心 一 次 曲线 的 几何 意义 是 什么 ? 前 面 
已 经 知道 ,如 果 把 坐标 原点 移 到 二 次 曲线 的 中 心 ,那么 在 新 坐 
标 系 ox y 下 ,中 心 二 次 曲线 方程 中 不 含 一 次 项 ,如 果 再 旋转 
坐标 轴 ,使 坐标 轴 与 中 心 二 次 曲线 的 两 条 五 相 垂直 的 主 直 径 
( 即 对 称 轴 ) 重 合 ,于 是 中 心 二 次 曲线 在 新 坐标 系 oz"y" 下 关 
于 横 轴 和 纵 轴 对 称 , 从 而 其 方程 不 含 交叉 乘积 项 . 由 此 可 见 ， 
用 坐标 变换 化 简 中 心 二 次 曲线 方程 ,就 是 选择 中 心 二 次 曲线 
两 条 互相 垂直 的 主 直 径 为 坐标 轩 .在 此 坐标 系 下 ,中 心 二 次 曲 
线 方程 具有 最 简 形式 加 
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例 1 化 简 二 次 曲线 方程 z 
sry Sy VEzT2VEy 一 4 一 0 
并 作出 它 的 图 形 . | : 
解 ”因为 r=| | -16 二 0, 所 以 曲线 为 中 心 二 
次 曲线 | 
F(x,y)=57—3y—3 V2=0. 
角 方 和 组 > > ? 
F rT ty 2 0 
得 3 到 
得 1 9 


一 次 曲线 的 中 心 为 (3 ， VE 


4 4 
先 作 移 轴 变换 ， 


| > 二 _y + 2 | 


代入 原 方程 (或 只 需 计算 PC E22 ) 一 一 8) ,得 


5 oy yg : (4.5— 8) 
再 作 转轴 变换 消去 zx 、y 项 . 由 于 


0 一 CQ， 
ctg20 一 一 -一 一 一 0 


a12 


= 下 , 故 转轴 公式 为 


1 69 


代入 方程 (4. 5 一 8) ,得 
: Z2 十 4y 一 4 一 0 


“了 


即 了 十 拉 一 1 


外 4 一 4 
二 次 曲线 为 椭圆 , 见 图 4 一 4 
例 2 化 简 二 次 曲线 方程 
: 6zy 十 8 光一 127z 一 267y 十 11 三 0， 
并 作出 它 的 图 形 . 


解 ”因为 A | 一 9 天 0, 所 以 曲线 为 中 心 二 次 曲线 


天 (zy 一 3y 一 6 一 0 
解 方程 组 。 
F(x,y)=37+8y—13=0 


得 += 二 一 1],y 二 2, 故 二 次 曲线 的 中 心 为 (一 1,2).. 
先 作 移 轴 变 换 : 
zz 一 rr 一 1] 
| y 二 yy 十 2 
代入 原 方程 (或 只 要 计算 太 ( 一 1,2) 王 一 9) 得 
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6z'y 十 8y2 一 9 一 0 (4.5 一 10) 


再 作 转 轴 变 换 消 去 zx’'、y' 项 . 由 于 


ctg20 = 二 4 
000 A 
: sing 一 -元 cosl = -元 
转轴 变换 公式 为 : 
z f『 一 Ti "一 3y 门 
y = zr + 


代入 方程 (4. 5 一 10) ,得 
: 9z2 一 3 一 9 


即 安 一 所 一 1, 曲 线 为 双 贡 线 . 见 图 4 一 5， 


Y Yy rr" 


二 0， 


17] 


小 结 


用 坐标 变换 化 简 中 心 一 折线 方程 的 过 程 是 : 


f(r,y)= 
1° 解 方 各 组， 0 , 求 出 中 心 (xo, Yo) 
2° FF 由 | yy ,消去 一 次 项 这 时 只 需 计 算 常数 
项 Q&: 3 一 了 (xo. , 
3° 由 ctg20 = ,对 特殊 角 求 出 2， 一 般 地 ， 可 按 


(4. 5 一 7) 式 求 出 sing.cos6. 也 可 由 倍 角 公式 将 上 式 转 化 为 


| 一 tw- :0 = C2 


2tg0 一 , 求 出 tg9 的 值 . 在 此 tgg 有 两 个 值 孔 为 负 


倒数 ， 到 其 正信 青 求 sing cosD， 也 取 正信 保证 转角 为 锐角 ， 
以 利 男 图 . 
7 一 .cosO 一 y Aing 


4” 作 转轴 "消去 交叉 滋 积 项 . 这 时 


y 一 Sin 十 yco SO 
一 般 采 用 代入 化 简 . 
三 .用 坐标 变换 化 简 非 中 心 二 次 曲线 方程 
用 坐标 变换 化 简 非 中 心 二 次 曲线 方程 的 方法 是 ; 先 通过 
转轴 消去 交叉 乘积 项 xy, 然 后 再 通过 移 轴 将 方程 化 成 最 简 形 


需要 特别 指出 的 是 ,对 非 中 心 二 次 曲线 不 能 采用 先 移 轴 
后 转轴 的 方法 化 简 其 方程 . 比如 对 无 心 二 次 曲线 ,不 可 能 通过 
移 轴 同时 消去 两 个 一 次 项 x 与 y, 这 时 就 看 不 出 应 该 通过 移 
轴 消 去 z 项 还 是 y 项 . 

例 3 化 简 二 次 曲线 方程 

ri dry+ 4y ~“ 65x 8V5y—35=0, 

并 作出 它 的 图 形 . 
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解 因为 了 一 | _， | 一 9, 所 以 二 次 曲线 为 非 中 必 
曲线 , 且 是 无 心 曲线 CT: 天 0)… 


先 作 转轴 变换 消去 zy 区 / yo ly : 
4 
代入 原 方程 得 
: yy 一 4 一 27 一 7 一 0 

配方 得 (y' — 1) = 4(z 十 2) (4.5 一 11) 
再 作 移 轴 变换 : 

z 一 十 2 二 Xx .2 

光一 > 一 ] 用 允 一 y 十 1 
代入 (4.5 一 11) 得 

y ”一 4 
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曲线 为 抛物 线 , 见 图 4 一 6 

评注 由 此 例 可 见 , 用 坐标 变换 化 简 无 心 二 次 曲线 方程 
的 几何 意义 是 : 取 无 心 二 次 曲线 唯一 的 一 条 主 直 径 为 一 坐标 
铀 ,并 取 无 心 三 次 曲线 唯一 的 顶点 为 坐标 原点 ,在 此 新 坐标 系 
之 下 ,无 心 二 次 曲线 的 方程 具有 最 简 形 式 . 

例 4 化 简 二 次 曲线 方程 

/ Tz —27y 二 yy 十 27 一 2y 一 3 二 0， 

并 作出 它 的 图 形 ， 

解 “ 因 为 二 | ， ;一 0, 所 以 曲线 为 非 中 心 二 次 蝎 线 ， 


”进而 可 知 它 是 线 心 二 次 曲线 (1;==0). 
先 作 转 轴 变 换 消去 ry 项 ,由 


ctg20 = 一 一 0 


取 9 = 二 ,于 是 转轴 变换 公式 为 


一 -1 (TX 一 y) 
2 
y 一 -Cr 十 y ) 
V 2 
J 3 _ 
代入 原 方 程 得 yY* 十 V2y 一 了 一 0 
配方 得 0 二 51 
再 作 移 轴 变 换 : 
| ri =r" 
1 ，_， Y3 
EE 
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of Yc z 
图 4 一 ? i 
代入 (4.5 一 12) 得 
六 一 4 
好 y= 土 2 


曲线 为 两 条 平行 的 直线 , 见 图 4 一 7. 

评注 ”由 些 例 可 见 ,用 坐标 变换 化 简 线 心 二 次 曲线 方程 
的 几何 意义 是 : 取 线 心 二 次 曲线 唯一 的 一 条 主 直 径 ( 即 中 心 直 
线 ) 为 一 坐标 轴 , 主 直径 上 任 一 点 为 坐标 原点 ,在 此 新 坐标 系 
之 下 , 线 心 二 次 曲线 的 方程 具有 最 简 形 式 . 

,用 坐标 变换 对 一 般 二 次 曲线 分 类 

最 后 ,利用 坐标 变换 来 讨论 二 次 曲线 的 类 型 . 一 般 地 , 利 
用 坐标 变换 化 简 二 次 曲线 方程 有 这 样 的 结论 ，; l 

定理 4.5.1 经 适当 选择 坐标 亲 ,那么 

1” 中 心 二 次 曲线 方程 可 化 简 成 

QZ 十 az 只 十 aa 一 0 (ana» 0) 
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2 无心 二 次 曲线 方程 可 化 简 成 
ay 十 2a13T 一 0 (aas 天 0) 
3° 线 心 二 次 曲线 方程 可 化 简 成 
z dyy 十 as 二 0 (ay 天 0) 
证 明 ”1° 当 二 次 曲线 为 中 心 曲 线 时 , 取 它 的 两 条 互相 垂 
下 的 主 直 径 为 坐标 轴 建 立 直角 坐标 系 , 这 时 坐标 原点 为 二 次 
曲线 的 对 称 中 心 , 由 推论 4. 3. 1 可 知 , 在 此 坐标 系 下 ,中心 二 
次 曲线 方程 中 不 含 一 次 项 , 故 可 设 二 次 曲线 在 此 坐标 系 下 的 
方程 为 / 
QT 二 24 xy 十 az 六 十 aa 一 0 (4.5 一 13) 
又 因为 二 次 曲线 的 主 直径 就 是 它 的 对 称 轴 ,因此 二 次 曲 
线 关 于 zx 轴 (或 y 轴 ?对 称 . 设 (z,y) 是 二 次 曲线 上 任 一 点 , 那 
么 此 点 关于 x 轴 的 对 称 点 (zx, 一 y) 也 在 曲线 上 ,从 而 有 
QT 一 2ary 十 dawy 十 das 二 0 (4.5 一 14) 
(4. 5 一 13) 与 (4. 5 一 14) 两 式 相 减 ,得 
Qa»xy=0 (4.5 一 15) 
中 心 二 一 次 曲线 开 的 每 一 点 人 7， 》) 的 华 标 部 满足 上 式 ， 刚 
必 有 ai 一 0. ~ 
另外 ,天 三 aa 一 aa 一 aas 天 0, 故 中 心 二 次 国 线 方程 
可 化 简 成 : 
anX 二 awy 二 aa 二 0 (aia, 天 0) 

站 《4.5 一 16) 
2 当 二 次 曲线 为 无 心 二 次 曲线 时 , 取 它 的 唯一 的 主 直径 
为 x+ 轴 ,了 项 点 ( 主 直 径 与 曲线 的 交 所 为 从 际 原 点 建立 直角 从 
标 系 . 设 曲 线 在 此 坐标 下 的 方程 为 ~ 人 

ai 十 200273 十 ao 只 十 2 十 2a3y 十 as 一 1 
《4.5 17) 
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因为 ,这 时 无 心 二 次 曲线 的 直径 
al 十 zy 十 as 一 0 
即 为 z 轴 : :3 一 0, 所 以 有 
ai， 二 423 = 一 0 :天 0 
又 因为 曲线 的 顶点 (0,0) 在 曲线 上 ,从 而 又 有 
Qs 二 0 
' 另外 ,由 于 曲线 为 无 心 曲线 ,所 以 
而 wo 一 0,a2 天 0, 所 以 有 
dl 二 0,Q13 关 0 
故 无 心 二 次 曲线 方程 可 化 简 成 
cay + 2a1st=0. (aa 天 0) (4.5— 18) 
3° 当 二 次 曲线 为 线 心 二 次 曲线 时 , 取 它 唯一 的 一 条 主 直 
储 ( 即 中 心 直 线 ) 为 z+ 轴 , 主 直径 上 任 一 点 为 坐标 原 点 建立 直 
角 坐 标 系 . 设 线 心 二 次 曲线 在 此 坐标 系 下 的 方程 为 (4. 5 一 
17). 由 于 这 时 坐标 原点 是 线 心 二 次 曲线 的 中 心 ,由 推论 4. 3. 
1 可 知 ， 在 此 坐标 系 下 ， 线 心 二 -次 曲线 的 方程 中 不 含 一 次 项 ， 
故 它 的 方程 为 
az 十 2aiZy 十 jy’ 十 ass 三 0 
这 时 线 心 二 次 曲线 的 主 直径 ( 即 中 心 直 线 ) 方 程 为 
2 一 (0 或 a2y 一 0 
而 线 心 二 次 曲线 的 主 直径 为 z 轴 , 从 而 必 有 an=0,an#0. 故 
线 心 二 次 曲线 方程 可 化 简 成 ， 
Qsy 十 43 二 0 (aa 天 0) 
利用 定理 4. 5. 1 ， 加 将 一 般 二 次 曲线 分 为 下 面 3 种 类 型 ， 
9 种 曲线 . 
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定理 4.5.2 适当 选择 坐标 系 , 那 么 
1 中心 一 次 曲线 方程 可 化 简 万 下面 和 人 
(CD 万 二 十 志 一 1( 燃 贺 )， 


,证 


(2) 瑟 十 东 一 一 1( 虚 栅 贺 ); 


本 


G) 二 十 其 一 0( 点 情 加 ,或 和 变态 类 加 )， 


(4) 于 一 区 ==1( 双 上 曲线 ); 
(5 互 一 委 ==0( 两 条 相交 直线 ， ,或 称 变态 双 曲 线 )， 


2° 无 心 一 次 曲线 的 标准 方程 为 : 

六 = 2px (抛物 线 ) 
3° 线 心 二 次 曲线 方程 可 化 简 成 下 面 3 种 标准 方程 之 一 : 
(1)y’:=a’ 《两 平行 直线 ); 
(2) yy 二 一 a 《两 平行 共 e 虚 直线 ); 
(3) y= 二 0 (两 重合 直线 )， 
证 明 1° 由 定理 4.5.1 可 设 中 心 二 次 曲线 方程 为 
| a 二 awzy 十 aas 二 0 (altaz 天 0) 

(4.5 一 19) 
当 as 天 0 时 ,方程 (4. 5 一 19) 可 化 为 
axz2z 十 BY 一 1 (天 0) 

如 果 0.8>0, 令 


于 是 得 方程 
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如 果 a 二 0, 8 二 0, 令 


于 是 得 方程 
| > 一 1( 虚 椭圆) 


如 果 c 与 p 避 吕 不 朱 般 竹 假设 ,0.80( ax<<0， 
Bp 放 0, 将 OT 轴 与 OY 轴 对 调 ), 令 . 
: 1 和 1 
Taf 
于 是 得 方程 


Z 2 
二 一 到 二 ] ( 双 曲 线 ) 


当 233 一 0 站 是 ci 一 与 azz 问 号， 如 果 an0,4qz 之 0, 则 令 


l 
411 一 Te 9 Hd22 一 p2 ! ,如 果 A111 三 0 0022 二 0， 则 令 之 11 一 2 ~ 一 


瑟 十 点 = 0 (点 椭圆) 
当 as 一 0, 且 aa 与 4s 蜡 号 时 ,类 似 地 可 得 方程 
瑟 一 区 一 0 《两 相交 直线 ) 
关于 无 心 二 次 曲线 和 线 心 二 次 曲线 的 讨论 完全 类 似 ， 这 
里 把 和 它 留 给 读者 完成 . 
习 题 4.5 


1. 利用 坐标 变换 把 下 列 二 次 曲线 方程 化 成 标准 形 , 并 作出 它们 的 
图 形 : 
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(1 三 一 3zry 十 庆 十 107 一 10v 十 21 一 0: 

(2)19 六 一 24xy 十 16 关 一 40z 一 30y 一 50 一 0 

(3) 刀 一 2zy 十 昂 一 12 一 0; 

(4)5.z2 十 6.zy 士 522 一 16z 一 16y 十 8 一 0; 

(5)2 妇 一 7y 一 2 光一 6x 一 7 一 4 一 0 

(6)4z2 一 4ry 十 开 十 6z 一 8 十 3 一 0 

2. 证 明 不 论 9 为 何 从 时 ,方程 光一 27 一 6ysing 一 dcos (十 1 8cos0 二 9 
二 0 都 表示 顶点 在 同 - -椭圆 上 的 抛物 线 , : - 

3. 已 知 椭圆 的 长 轴 和 和 短 轴 分 别 位 于 直线 .x 十 y 一 1 二 0 与 < 一 y 二 1 一 0 
上 ,上 且 椭圆 的 长 , 短 轴 分 别 为 2 与 1. 求 嵩 图 方程 

4. 试 证 中 心 二 次 曲线 

af 十 2hr3 十 ay =d 

ER - 


3 4.6 利用 不 变量 化 简 一 般 二 次 曲线 方程 


一 .不 变量 与 半 不 变量 

在 84.5 中 ,解决 了 用 坐标 变换 化 简 二 次 曲线 方程 的 问 
题 ,本 节 将 介绍 化 简 二 次 曲线 方程 的 另 一 种 方法 , 即 用 不 变量 
的 方法 化 简 二 次 曲线 方程 ,借以 确定 曲线 的 类 型 和 形状 . 

由 前 面 已 经 知道 ,一 般 二 次 曲线 方程 ,在 移 轴 变换 下 ,只 
有 二 次 项 系数 保持 不 变 ,而 在 转轴 变换 下 ,只 有 常数 项 保持 不 
变 . 因此 ,在 一 般 坐 标 变换 下 ,方程 的 各 项 系数 一 般 都 要 改变 ， 
这 说 明 同 一 条 曲线 在 不 同 的 坐标 系 下 具有 不 同 的 方程 . 但 是 
由 方程 系数 决定 的 几何 量 ( 如 椭圆 的 面积 .焦距 .长 办 与 短 办 
的 长 等 ) 是 不 会 随 坐 标 系 的 更 改 而 变化 , 称 这 些 量 为 不 变量 . 
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确切 地 说 , 设 已 知 二 次 曲线 方程 为 - 
Fr,y) EC ct 2ary + ary’ 和 
二 2at 二 2dssy -ad 二 0: (4.6 一 二 
在 一 般 生 标 变 失 下 ， 
[z= XCcos0 — y'sin0 二 roi 
| 多 Tn tT Yes ty 
曲线 方程 (4. 6 一 1) 变 为 / 
F'(rx',y) ax’ 十 24a12 Ty 十 Q22 y 
十 2aw'zx 二 2awy 十 aa 一 0 (4.6 一 3) 
那么 多 项 式 F(x',y') 也 是 二 元 二 次 多 项 式 , 它 的 每 一 个 系数 
者 可 用 多 项 式 F(x,y) 的 系数 和 坐标 变换 (4. 6 一 2) 的 系数 表 
出 . i 
定义 4.6.1 由 F(z,y) 的 系数 组 成 一 个 非常 数 函数 C， 
如 果 经 过 坐标 变换 (4. 6 一 2),F(zyy) 蛮 为 F'(x',Yy ) 时 ,有 
Ga saQ2 Ad3) = Ca Qi ,as 
那么 这 个 函数 G 叫做 二 次 曲线 (4. 6 一 1) 在 坐标 变换 下 的 不 
变量 : 如 果 这 个 函数 G 的 值 只 是 在 转轴 变换 下 不 变 , 那 么 这 
个 函数 G 叫做 二 次 曲线 (4. 6 一 1) 在 坐标 变换 下 的 半 不 变量 . 
现在 研究 下 面 聘 数 


HIl WI12 
1 = aun a2,1; = ， 
/ Hl2 Wd22 
dl Gd CI3 | | 
dl 13 [U2 -Wz3 
l= la az da 大王 1 十 A 
Mla Qs33 dz23 33 


413 423 433 
定理 4.6.1 I、1,、\1s 是 二 次 曲线 (4. 6 一 1) 在 坐标 变换 
下 的 不 变量 . 
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证 明 ”因为 一 般 坐 标 变换 总 可 写成 移 轴 变换 (4. 5 一 1) 与 
转轴 变换 (4. 5 一 3) 两 步 来 完成 ,因此 只 要 证 明 LT,、1, 在 移 
币 变 换 (4. 5 一 1) 下 不 变 , 在 转轴 变换 (4. 5 一 3) 下 也 不 变 即 可 . 

先 证 7、T,、1s 在 移 轴 变换 (4. 5 一 1) 下 不 变 ， 

在 $4.5 中 已 知道 ,二 次 曲线 (4. 6 一 1) 的 二 次 项 系数 在 ~ 
移 轴 变换 (4. 5 一 1) 下 不 变 , 所 以 有 

7 一 QQ 十 ao 一 CQ 十 ay 一 了 


[aa 
= | 1 | 1] a | 一 了 
| Ui; 2 dz2 1 dl2 《22 
另外 ,由 公式 (4.5 一 2), 有 
a dz a / 
ls 一 |ai ds a2 
ai ai as | 
| : 1] Ul2 Fi (xo, Yo) 


一 Qi CQ F,(ro, Yon) 
四 (Toyyo) 下 (0CZhyy) Flro, Yo) 
将 上 式 右 端的 三 阶 行列 式 的 第 一 千 ] 染 以 一 zx" 加 到 第 三 行 ， 再 
将 第 二 行 乘 以 一 y 加 到 第 三 行 ,得 
QI1 Qi Filxro, Yo) 
7 一 14 ai (royyn) 
dla a3 Filros Yo) 
在 上 式 右 端的 三 阶 行列 式 中 ,将 第 一 列 乘 以 一 zx。 如 到 第 三 
列 , 册 将 第 二 列 磁 以 一 y。 加 到 第 三 列 , 得 


| “ 
Ul 1 ai: | 


) 
1 = la Qay; azs| 二 4 


CI3 di aas | 


故 六 .7 在 移 轴 变 换 下 不 变 . 
下 面 再 证 了、 、1; 在 转轴 变换 (4. 5 一 3) 下 也 不 变 . 
根据 公式 (4.5 一 4), 有 .| i | 
.1 一 ai 十 ay 一 ai(cos20 十 sinz0) 十 1 (Sin:0 十 cos: 0) 
一 4 十 a,， 一 了 
1 一 alias 一 ai = (ancos’0 十 2alcosbsing0 十 azzsin 0) 


(alislinzb 一 2aiysingcos0 十 acos20) 一 | (a,, 一 ait)slingcosV 
12 一 1 


十 G17(COS “0 ~ 一 sin:0) F 一 ld 一 


f | [| 
— dis (a C23 一 dass 013 ) 十 CQ23 (ai ai3 dl 42 ) 


: 十 033 (Ql aze 一 Qi2 ) 


《4.6 一 4) 
而 ai 一 aa dz 一 0 一 1 = 1,= A11422 
一 ClC2 (at aa 一 Qiao ) = ays Tasa 一 a,aQ1z )sing 
十 (Qi3Q12 一 a11023)C0s0 ja (ai Q23 一 aa a23 ) 


= a [aia — QQ13)C0s0 十 (alias 一 andaz)sing | 
将 上 面 式 子 代 入 式 (4.6 一 4 得 
7 一 dii(allas 一 Qt) 十 (coaal — Qs2d13) (a13' COS0 
— Qs SINO) 十 (aai 一 anazs) (au sin 十 a23 Sind) 
《4.6 一 4) 
由 公式 (4. 5 一 4) 中 的 四 、 五 两 式 得 
a's 一 Qi cosl 一 ay sing 


as; 一 QisinO 十 a 3c0SO 
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。 1 = dtldld. 一 dz2Q13) 十 dza (ci2Q23 
一 as) 十 Gas(aiaz 一 at) 一 了 


NE 在 转轴 变换 下 也 不 变 . 


”定理 4.6.2 天 , 是 二 次 曲线 (4. 6 一 1) 的 半 不 变量 ( 即 在 


转轴 变换 下 不 变 ) , 当 六 一 大王 0 时 ,K, 在 移 轴 变换 下 也 不 变 . 
证明 


azz CC 人 23 


Ql daal ，， a 33 | 
= (a + qr dass 一 (af + a8) 
而 在 转轴 变换 下 ai 十 as 一 ai 十 az nani 二 dys 
另外 ,由 公式 (4.5 一 4) 可 得 / 
/ aia 十 az 一 一 Qia 十 da 2 
天 二 (an 十 ai )as 一 (as 十 azs 
下 面 证 明 当 六 一 六 =0 时 ,K， 在 移 轴 变 换 下 不 变 . 
由 公式 C4. 5 一 2) 可 知 
K,' 一 (al 十 cas 一 (aas 十 有 一 (ay as) / 
Cant + 2arroy + da + 2anre + Zaye 
十 asa3) 一 (ai 十 atyn 十 ca) 一 arto 十 azzyn 


一 QQ —~ = (ala,, aits ) (Ts 十 ys) 十 2zo(Caiaazz 上 dz23412) 
yo anan 一 QlaQ12) 十 (a 十 dz Ja 一 (ai3 十 a23) 


(4.6 一 二 ) 
3 Daa at : 


1; =|ay as az3| 
CI Q23 da3 
_ 2 Ny 2 2 _ 
一 (Qiia2， 一 ai as 十 2aodlaaltz — dl11924 一 422013 一 0， 
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车 全 


i anab 二 orali— 2asaiay 二 0 (4.6 = 6) 
下 大 人 要 证 四 : M 
Qi1sQ1; 一 qz3Q12 = 一 diC2 ~— ‘G412 一 0 (4. 6 一 7) 
Ki' = (a 十 azz)ass 一 (ai + ag) _K 2 
(dd13 一 Q23012) ”一 Q22 a1 十 a23d12 一 2azreisazsal: 
一 Q32Q33 十 -aas 一 2arzzaiagzaaz 
=az(anass 十 azzkia 一 2awQ1an2) 一 0 
(aa 一 Qj3412) 一 9 43 十 Qisais 一 2Q11Q23013Q ， 
一 a3e&2 十 CiCozC2 一 20iiazsal3Qi 
一 4i(《aiiazas 十 422013 一 Zana 一 一 0 
所 以 , 式 (4. 6 一 7) 成 立 , 故 当 了 T=1,=0 时 ,KK 让 和 各 变换 
不 变 . 
二 、 用 不 变量 化 简 二 次 曲线 方程 
根据 定理 4. 5. 1 可 知 ,任何 个 二 次 曲线 方程 总 可 以 通 
过 适当 的 伏 标 变换 化 成 最 简 形 式 .: 现 应 册 一 次 由 线 的 不 变量 
Try 与 尘 丰 变量 Ki 来 化 往 二 次 曲线 方程 ,这 种 而 法 只 需 
要 计算 和 不 变量 ,7.7 与 半 不 变量 天 伺 ， 便 评 计 到 和 王 二 
线 方程 为 最 简 形 式 的 目的 . 以 下 分 中 心 曲 线 、 无心 骨 线 与 儿 心 
曲线 三 种 情况 来 讨论 . ， ， ，，.… 


1. 中 心 曲线 . 
这 时 1, 关 0， 它 的 方程 可 化 篇 成 
a z 十 Q22 y “十 aaa = 0 
因此 有 T=ai 十 a'zz = 二 了 
Qi 0 
1 一 ) | 一 aiz a22 一 7 
0 U22 : 1 
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根据 二 次 方程 的 根 与 系数 之 间 的 关系 可 知 ,ai 与 wz 是 特征 - 
方程 : 


X14A+i,=0 (4.6 一 8) 
的 两 根 A、 入 
其 次 由 于 
dill 0 0 
l=|0 a 01 一 aa ai = ba 
0 0 a 
而 1 = 1/1, 
z= 
“了 
于 是 得 到 


定理 4. 6.3 如果 二 次 曲线 为 中 心 曲线 ， 那么 它 的 方程 
可 化 篇 成 


人 0 (4.69 


其 中 尺 .站 是 一 次 曲线 的 特征 方程 (4 6 一 8) 的 两 根 ,方程 中 的 
注 号 已 略 去 方程 (4. 6 一 9) 称 为 中 心 二 次 曲线 的 规范 方程 . 
根据 土 面 的 讨论 ， 可 知 利 用 不 变量 化 简 中 心 二 次 堵 线 方 
各 的 方法 是 | 
(1) 计算 出 诸 不 变量 上 1,、1;; 
(2) 求 出 特征 方程 (4. 6 一 8) 的 两 根 丸 
(3)” 写 出 它 的 规 克 方程 (4. 6 一 9). 
例 1 求 二 次 电线 ， 四 
13r? 十 10ry 十 13 罗 十 46r 十 62y 十 13 王 0、 
的 规范 方程 与 标准 方程 . 
解 “所 一 13 十 13 一 26 
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, 1 =144 
1'5 13 
13 .5 23 
1. 一 |15 ‘13 31 一 一 10368 
23 3 :13 
。。 性 一 一 72 
特征 方程 ，， 六 一 264. 十 144 一 0 的 两 根 为 、 本 
一 18,1 一 8 国人 
故 曲线 的 规范 方程 为 
| | 18z: 十 8 六 一 72 一 0 
标准 方程 为 
Xx . 
十 和 = 1 i 
曲线 为 一 椭圆 
2. 无 心 二 次 曲线 
这 时 全 = =  , 即 大 一 0 天天 0， 它 的 方程 可 化 简 成 
azz/y :十 2a13'T 二 0 
因此 有 
I! =,a2: 一 1 
0 a 
1 一 |10 a 0 | 一 一 aoai =— da 
al3 Q 0 
而 I,'=1 
-一 i, 
Ci 一 a 
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于 是 得 到 
定理 4. 6. 4 知 果 二 次 曲线 为 无 心 由 由 线 ,那么 它 的 方程 


可 化 简 成 z 
by 十 2 一 V Ei 一 0 : (4.6 一 10) 


其 中 “ 土 " 任 取 一 个 即 可 . 称 方程 (4. 6 一 10) 为 无 心 二 次 曲线 
的 归 范 方程 . 
由 定理 4. 6. 4 可 知 ， 用 不 变量 化 简 无 心 二 次 曲线 方程 的 
方法 是 :只 要 计算 出 玉 与 的 信 ， 便 可 直接 写 出 其 规范 方 和 
(4. 6 一 10). 
” 例 2 求 二 次 曲线 
9z’ 一 24zy 十 16y’ — 40r7— 30y— 50=0 
的 规范 方程 与 标准 方程 | 
解 | 
“1 =9 十 16= ,5.1 9 X16—12#0, 
9 一 12 一 20 将 
hl 16 5 
0 一 —50 


aA/ 一 ja 一 50 


所 以 ,曲线 是 无 心 二 次 曲线 , 它 的 规范 方程 为 
25Yy’ + 50z 二 0 或 25Yy 一 50z 一 0 
它 的 标准 方程 为 


1 。 
二 时 . 一 ' 


= 一 15625 和 0 


7 二 一 27 或 y= 二 27 
由 线 为 一 抛物 线 : 
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3. 线 心 曲线 
和- 全 
它 的 方程 可 化 简 成 
Qos yy 2 十 as 一 0 
因此 有 
. Ti=awz=1 i 
Ky =) ,aa = Low 
0 a i100 al 


由 于 在 研一 0 一 0 时 ,K, 在 移 灿 变质 变换 下 站 
变 ， 从 而 开 , 一 天 
a 一 他 于 是 得 到 ， 
-定理 4. 6. 5 . 如果 二 次 曲线 为 线 心 曲线 ， 那么 它 的 方程 
可 化 简 成 i z 
Ly: + | | a 6 一 1) 
方程 (4. 6 二 11) 务 为 六 必 二 次 向 线 的 六 方程 | 
由 定理 下 6. 5 可 知 ,利用 不 变量 化 简 线 ， 必 二 次 曲线 方程 ， 
只 要 计算 出 了 与 天 ; 的 信 , 便 可 直接 写 出 其 规范 方程 (4. 6 一 11). 
例 3 :不 作 坐 标 变 换 ,证 明 方 程 
”257: 一 10xy 十 y 十 10z 一 2y 一 25 二 0 
表示 两 条 平行 直线 ,并 求 它们 之 间 的 距离 
解 -因为 eu 一 25,atz 一 一 5054 一 1 二 502 一 一 ]， 


25 _ 一 5 5- 
一 5 1 一 1 
所 以 二 线 是 线 放 二 次 而 线 。， 
由 于 了 一 25 十 1 一 26 
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一 25 5, ,1 


Ki= 十 =— 07 
5 25) 1-1 一 25 
所 以 曲线 的 规范 方程 为 
:676 ， 
“by oC 0 
BE y 汪 十 1 


故 原 方 程 表示 两 条 平行 直线 ,它们 之 间 的 距离 为 2. 
从 上 面 的 三 个 定理 知道 ,二 次 曲线 的 形状 可 由 三 个 不 变 
量 LT,、1s 和 半 不 变量 K, 完全 确定 . 因此 .二 次 曲线 的 几何 


”” 量 与 几何 性 质 均 可 由 这 四 个 量 所 确定 ,这 四 个 量 构成 二 次 曲 


线 不 变量 的 完全 系统 . 在 这 个 意义 下 ,不 变量 是 更 深刻 地 反 
应 了 方程 和 曲线 的 关系 . 所 以 ,寻找 并 研究 不 变量 谣 成 为 几 
何 学 中 的 一 个 重要 问题 . 

根据 上 面 的 三 个 定理 ,可 利用 不 变量 卫 、 1、 1; 与 半 不 记 
量 K, 对 二 次 曲线 作 如 下 分 类 ( 见 下 表 )，: / 


双 
曲 [:<0 和  - 
线 : 7 一 0 两 相交 直线 (变态 双 曲 线 ) 
0 |. 锰 物 线 

抛 天 ,一 0 两 平行 直线 
物 天 一 0 Ki<0 i 
型 | 六 一 0| K,>0 两 虚 平 行 直 线 

| 天 一 0 两 重合 直线 
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“请 训 者 给 出 上 述 结论 的 证明 


十 义 关怀 字 =,0 (4.6 一 12) 
1 . 


其 中 心 \, 是 特征 方程 的 根 . 此 时 天 一 2h: 盖 0, 六 一 和 十 和 
可 见 由 1. 同 号 . 显然 当 六 二 <0 时 ,(4.6 环 12) 索 示 椭 贺 小 
当 17>>0 时 ,(4.6 一 12) 表 示 庶 粮 图 当 1 二 0 时, (4. 6 一 12) 
表示 一 点 . 

由 于 双 曲 型 二 次 曲线 的 规范 方程 也 为 (4. 6 一 12) ,但 这 时 
了 二 宙 h, 过 0, 妈 久 与 4 异 导 .当头 0 时 , (4. 6 一 12) 表 示 双 
曲线 ; 当 [=0 时 , (4. 6 一 12) 表 示 两 相交 直线 .… 

对 于 抛物 型 二 次 曲线 ; 即 1,= 二 0, 如 7, 基 0, 二 次 曲线 为 元 
心 曲线 ,其 特征 方程 为 (4. 6 一 10), 它 表示 抛物 线 ;如 果 7, 二 0， 
二 次 曲线 为 线 心 曲线 ,其 特征 方程 为 (4. 6 一 11), 当 Ki1<<0 
时 , (4. 6 一 11) 表 示 两 平行 直线 , 当 K;>>0 时 , (4. 6 一 11) 胡 示 
两 平行 虚 直 线 , 当 K| 二 0 时, (4.6 5 一 11) 表示 两 直 合 直线 

例 4 试 确定 p.q 的 值 ,使 方程 

27 十 2pry 十 2y 一 十 27 十 3 一 

表示 两 平行 直线 . 

解 当 关 一 六 =0, 且 天 ,<0 时 ， 方程 表示 两 平 了 直线 . 


旋 王 十 2 
| 2 pp —7/2 
n=| 2 2 d 
一 7/2 9 3 


一 一 3 一 29 — 7pa 一 12 3 


| 


13) 
将 bp 二 2 代入 (4.6 一 上 入 得 站 


1 ,gqg* 十 :74 十 全 和 二 0. 和 


oe | | 二 一 7/2 
将 = 一代 入 '6 一 总 3) 得 


"i 


a :一 9 十 全 一 0 


os z ! | 1 . d 一 7 2 : 


3 


ws 人 2 让 机 下 
例 5 就 的 值 讨论 方程 四 
AT 一 27zy 十 4 r+2yt5=0 
所 表示 的 曲 信 ， 


| 
解 了 二 24;1; = 


2 一 1 一 1 
7 一 | 一 1 4 ] 
一 | l 5 | 
二 (54 十 3)(4 一 1) 
(1) 当 了 I 之 0 时 ,如 末 4 过 1， 那么 11 这 0, 方程 表示 虚 椭 
圆 ; 如 果 4 二 一 1, 那 么 11; 二 0. 方 程 表示 椭圆 . 
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《2) 当 1 一 0, 即 当 一 1<4<1, 且 Mi 尖 一 计时 ,小 尖 0 方程 
表示 双 曲 线 ; 当 1 一 一 霹 时 ,了 一 0, 方 程 表示 两 相交 直线 


(3) 当 于 一 9 时 ,如 果 一 一 1, 则 太夫 0, 方 各 家 示 扫 物 线 ， 


2 -1 Ii41| 
Ki | =10 -2=8>0 
-1 5 1 
方程 表示 两 平行 虚 直 线 . | 
例 6 如 果 方 程 


Qux! 十 2atzy 十 ary’ + 2awt 十 av3y 十 dis 一 :0 
表示 双 曲 线 , 则 双 曲 线 的 两 条 渐 近 线 方程 为 
F(x,y) = anz’ 十 2aizy + ary’ 十 2anax 


7 
十 2aysy 十 aiy 一 天 一 (4. 6 — 14) 


证 明 对 原 坐 标 系 ozy 经 过 一 个 适当 的 坐标 变换 后 ， 
新 坐标 .zy ， 合共 曲线 在 新 入 村 系 下 的 方 和 为 


jzz 十 和 yz2 十 7 一 
它 的 两 条 渐 近 线 在 新 坐标 系 下 的 方程 为 

AZ 十 127 + 于 一 了 =0 (4.6 一 15) 
再 将 坐标 系 wz'y 变 回 到 坐标 系 oxy， 任 此 坐标 变换 下 , 方 和 
(4. 6 一 15) 左 端 前 三 项 还 原 为 F(z,y)， 一 子 是 不 变量 ， 改 
双 曲 线 两 条 渐 近 线 在 原 坐 标 系 oxy 下 的 方程 为 (4 6 一 14). 
习题 4.6 


1. 用 不 变量 与 半 不 变量 判定 下 列 曲 线 是 何 种 曲线 ,并 求 出 它 的 规 
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(1)zr2 十 2rv 一 司 十 8 二 dv 一 8 一 0， 
02)5 关 十 8 和 二 5 一 187 一 18v 十 9 一 0 -一 
(3)x ~ 4ry+ 3y +2r—2y=0; : 
(4) +6ry+ Ov +27—6v=0; 
(5)37x 二 27%Y 二 3Vv 十 8r 十 8y 一 10==0; 
(6)z 十 2xy 十 y: 一 2x 一 2v 十 1 二 0; 
(7)9z--12xv 十 4 一 18x 十 12v 十 34 一 0 
(8)4 让 十 4 十 十 47 二 2y 一 418 一介 : 
(9)3 六 一 2 十 3 六 一 6 十 2 十 4 一 0. 
2. 试 确 定 4 的 从 ,使 方程 
At 十 Ary 一 天 一 3 十 6y 一 9= 一 0 
表示 两 条 相交 直线 . 
3. 就 4 的 值 讨 论 方程 
A 十 2Ary 十 Vy 一 2r 一 2Ay 十 4 二 0 
表示 何 种 曲线 . 
4. 就 4 的 值 讨论 方 程 | 
一 3 六 十 S5zvy 十 2 十 信 一 3y 一 2 一 0 
表示 何 种 曲线 . 
5. 议 二 次 曲线 方程 为 
ann2 十 2Qq2ty 十 aay 十 22447 十 2azay 十 a = 0， 
证 朋 ; z 
(1) 二 次 曲线 为 一 条 等 轴 双 曲线 或 两 条 互相 垂直 的 直线 的 充分 必 
要 条 件 为 了 ==0. 
(2) 二 次 曲线 为 圆 的 充分 必要 条 件 为 1:=41; ,D1; 过 0. 
6. 讽 方 程 z : 
az 十 2aisey 十 ca 十 2cr 十 2asy 十 oa 一 0 
表示 一 椭圆 , 求 此 椭圆 的 面积 (提示 :椭圆 的 面积 等 于 它 的 长 半 轴 、 短 半 
袖 及 的 乘积 )， 
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第 5 章 矢量 代数 


解析 几何 的 基本 思想 就 是 用 代数 的 方法 研究 几何 问题 . 
最 常用 的 方法 是 坐标 法 , 它 是 解析 几何 的 重要 工具. 但 是 要 把 
空间 几何 结构 有 系统 的 代数 化 ,还 可 以 利用 另外 一 种 工具 
一 -矢量 ,使 某 些 问 题 避免 复杂 的 运算 . 本 章 主 要 内 容 是 介绍 
矢量 的 线性 运算 和 两 种 乘法 ,以 及 它们 的 运算 规律 ,并 且 通 过 
矢量 建立 坐标 系 . 四 


85.1 拓 量 


一 、 基 本 内 容 


(1) 既 有 大 小 ,又 有 方向 的 量 叫做 天 量 ， 或 称 向 量 ， 常用 


”这 .5 等 表示 ,或 48.CD 表 示 . 在 4B 中 ,A 叫做 始点 ,如 叫做 终 
点 . 在 几何 上 ,用 有 向 线段 来 表示 矢量 ,用 有 向 线段 的 方向 表 
示 矢 量 的 方向 ;用 有 向 线段 的 长 度 表 示 向 量 的 大 小 . 矢量 的 长 


度 叫 做 模 ,用 1z|、148 | 等 来 表示 . 模 为 零 的 矢量 叫做 零 矢 
量 ,用 0 表示 之 . 

《2) 模 相等 、 方向 相同 的 两 矢量 去 5 做 相等 矢量 , 记 作 
2 一 %. 规定 所 有 的 零 矢量 都 相等 . 

(3) 如 果 一 个 矢量 由 大 小 和 方向 来 确定 ， 而 与 其 好 点 的 选 
取 无 关 , 则 称 此 矢量 叫做 自由 矢量 . 以 后 夺 无 符 别 声明 ， 所 讨 
论 的 都 是 目 由 天 量 . 
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(4) 模 等 于 ] 的 矢量 称 为 单位 矢量 ,又 称 么 矢 . 与 非 零 矢 
量 2 同 向 的 单位 矢量 叫做 2 方向 上 的 单位 矢量 , 记 作 2". 

(5) 大 小 相等 ,方向 相反 的 两 矢量 叫做 相反 矢量 .矢量 a 
的 相反 矢量 记 作 一 a. 

(6) 平 行 于 同一 条 直线 的 一 组 矢量 叫做 共 线 矢量 . 规定 办 
矢量 与 任意 矢量 都 共 线 . 

(7) 平 行 于 同一 平面 的 n( 宇 3) 个 矢量 叫做 共 面 失 量 . 在 
三 个 矢量 中 如 果 两 个 共 线 , 则 三 矢量 共 面 . 


一 .常用 方法 及 其 应 用 举例 一 


给 出 一 个 量 判断 它 是 不 是 矢量 将 是 最 基本 的 .而 给 出 一 
个 矢量 组 判断 这 组 矢量 的 位 置 关系 及 矢量 的 某 些 性 质 , 对 今 
后 的 学 习 将 是 很 有 好 处 的 . 下 面 举例 介绍 常用 方法 . 

例 1 判断 下 列 各 量 哪些 是 矢量 . 

热量 ,重量 、 比 热 ,动量 、 力 ,位移 .重力 加 速度 体积、 距 
离 . 速 度 . 面 积 、 磁 场 强度 等 ， 


党 重量 ,动量 . 旋 、 位 移 、 重 力 加 速度 ,速度 、 磁场 强度 是 


天 量 . . . . . 
“评注 判断 一 个 量 是 数量 还 是 
矢量 ,就 是 要 看 当 取 定单 位 以 后 能 
不 能 用 一 个 数量 来 表示 .如果 能 由 
它 是 数量 ,否则 它 是 和 天 量 . 
例 2 设 入 4BC 和 人 和信 A'B'C 分 - 
别 是 三 棱 台 ABC 一 4B8C 的 上 .下 
底面 , 见 图 5 一 1. 试 在 矢量 48. 


-~ 


BC、C4.4B BC Cd 4344、 图 5 一 1 


4 
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BB .CC 中 找 出 共 线 矢量 和 共 面 矢量 . 
解 ” 共 线 和 天 量 有 : AB 和 A'B BC 和 BC ;CA 和 TC A’. . 
共 面 矢量 有 和 人 
下行 于 于 ABC 所 在 平面 的 估量 组 是 ， 
, AB.BC.CAAB'BCCOA 
平行 于 4BB' 术 所 在 平面 的 矢量 组 是 
ABABMUABB .| 
“”“ 平 逢 诈 Bi 所 在 平面 的 矢量 组 是 ，， 站 
EC .BC BBCC 四 
平行 于 44 所 在 下 国有 的 和 车 纺 大 i 
CA.C'A'.CC' AA ne 
另外 ,由 于 AB、AB'iBCBC ;CA、 .6 
以 AB、 AB ‘CO's BC, BC". "AR 三 C >4、 BB 卫 分 别 是 共 面 
估量 : 


评注 ”给 出 一 组 矢量 ， 找 出 哪些 是 共 面 矢量 时 ， 必须 注意 
以 下 两 点 : 其 一 ,把 平行 于 同一 一 绊 面 的 所 有 拓 熏 等 在 周一 一 组 ， 
不 能 少 省 ,或 分 作 两 种 ; 其 二 ,只 要 有 三 个 以 上 的 矢量 共 面 ,都 
要 写 出 ,也 不 要 少 写 . 为 此 可 分 以 下 南 步 写 出 ，: : “… ”- 
(1) 以 给 出 矢量 所 在 图 形 的 每 一 个 平面 为 参照 物 ,把 平行 
于 某 一 平面 的 所 有 矢量 写 在 同一 组 ,逐个 平面 进行 老 查 . 
(2) 找 出 共 线 矢量 ,然后 任意 添加 二 个 别 的 矢量 ,只 要 不 
与 前 面 重 复 便 可 独立 作为 一 组 共 面 矢量 ， 这 样 逐 个 进行 验证 
印 可 . 
“”. 例 3 设 A4BCD 一 4'B'C'D' 是 平行 六 面体 ; 见 图 5 一 2. 
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试 在 矢量 4B、BC.CD.DA.AB' BC CD D4 44、 
BB'.CC’ 、.DD' 中 找 出 相等 矢量 . 

解 ”相等 矢量 有 ;4 和 用 及 
BC 和 BC,CD 和 CD', DA 和 
D'A';AA' .BB' .CC 和 DD. 

评注 “考查 矢量 相等 , (1) 模 
相等 ;(2) 共 线 且 指 同 一 致 , 缺 一 不 
可 . 因此, 找 相等 矢量 应 首先 找 共 
线 矢 量 . 

例 4 如 果 a 与 5 共 线 ,5 与 c 因 52 
共 线 , 间 a 与 c 是 否 共 线 . 

解 〈1) 当 /天 6 时 ,< 与 < 共 线 ， 
(2) 当 8= 6 时 ,a 与 < 不 一 定 共 线 
例 5 如 果 & .ec 共 面 ,5.e、d 共 面 , 问 < 2 是否 共 


面 . 

解 〈1) 当 与 < 不 共 线 时 ,2. 2、.d 共 面 . 

(2) 当 4 与 c 共 线 时 ,a、b、c.d 不 一 定 共 面 . 如 ; 取 a.6.d 
不 共 面 ,而 ==0, 则 a.6.i;b、c.d 均 共 面 ， 而 a、 be .dd 不 共 
面 . 

评注 可 


1 零 矢 量 与 任意 矢量 共 线 , 故 在 讨论 矢量 的 共 线 、 共 面 
问题 时 ,必须 特别 注意 ,而 不 能 一 味 地 按照 直线 的 平行 性 来 讨 
论 . 

2” 零 矢量 没有 确定 的 方向 ,可 以 认为 零 矢量 的 方向 是 任 
意 的 ， 
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3” 由 于 讨论 的 是 自由 矢量 ,因此 矢量 可 以 平行 移动 . 因 
此 在 讨论 共 线 天 量 和 共 面 矢量 时 ,也 不 能 完全 按照 它们 所 在 
的 直线 的 平行 性 , 共 面 关系 来 确定 矢量 的 关系 . 

《4 其 线 天 量 和 共 面 矢量 不 具备 传递 性 ,而 如 果 除 去 零 矢 
量 , 则 共 线 天 量具 备 传递 性 . 

5” 由 于 讨论 的 是 自由 矢量 ， 因此 共 线 矢量 和 共 面 矢量 的 
定义 可 以 转化 为 ; 

(1) 共 线 大 量 ， 把 一 组 矢量 平行 移动 到 空间 同一 战 , 如 果 
这 组 天 量 在 同一 条 直线 上 . | / / 
这 组 天 量 在 同一 平面 上 . 站 

6 ” 矢量 只 有 相等 的 概念 ,矢量 的 模 是 数量 可 以 比较 大 


和， ks 二 


小 ,两 矢量 本 身 不 能 比较 ,好 4>>6、 2<5 是 没有 意义 的 : 
习 题 5.1 


1. 如 图 5 一 2,48CP 一 4BG 局 是 平行 六 面体 ; 试 在 矢 量 4B 
BC .CD .DA .4AB' .CB'.DA'.AA .BB8 中 找 出 相反 矢量 共 面 和 失 量 

2. 如 果 表 示 a.5 的 有 向 线 段 垂直 ,就 说 这 两 个 向 量 秋 直 ,用 415 
来 表示 . 问 : 

(1) 设 2.0、.c 共 面 , 若 2 上 4,51Lc,2NE 吗 ? 

(2) 若 51d,5413,E1a.5.5、5 共 面 吗 ? 

3. 下 列 哪 些 量 是 矢量 : 

( 1) 动能 ,(2) 电 场 强度 ,(3) 离 心力 , (4) 温 度 ,(5) 沪 , 06) 引力 ,(7) 
电 年 , (8) 藤 应力,(9) 频 率 , 《10) 风 速 、 

4. 如 果 ABCDEF 是 一 正六 边 形 ， O 是 它 的 中 心 ， 则 在 下 列 向 量 组 中 


(1) O04、 08、 OC .OP .OE .OF.， 


(2) AB ,BC .CD .DE EF; 
1 99, 


i 


YFE .ED.DC.CB .BA.FA 
哪些 是 相等 天 量 ? 哪些 是 相反 矢量 ? 


5 2 拓 量 的 级 性 泛 第 


一 .基本 内 容 
(1) 设立 沁 是 两 个 矢量 ; 以 空间 任 一 点 O 为 始点 ， 作 矢 
量 04 一 5 ,以 4 为 始点 , 作 矢量 48 一 5， 则 95 叫 做 5 与 3 的 和 
矢量 , 记 作 
四 | 7 二 .a 十 BD. 本 2 
2 设 去 5 是 两 个 已 知 矢量 ,以 空间 任 一 点 为 给 点 分 
别 作 O04 =2,08 =5， WOA.、 O08 为 邻 边 作 平 行 四 边 形 


O4CB, 则 OC = 二 a 十. 
“(3) 锋 量 的 如 法 满足 如 下 算 律 : 
“(0) 对 任意 矢量 2 十 0 二 64 二 & 
. 他 任 音 矢 量 a:& 十 (一 四 二 (一 a) 斗 & 一 0 
(iii ) 结 合 律 ， (a 十 人 十 < 一 4 十 (6 十 5) 四 
(pz) 交 换 律 :za 十 2 一 b+a 四 
(v) 消 去 律 : 苍 忆 十 二 十 2， 则 纪 : z 
(4) 若 矢量 与 矢量 之 和 各 于 i 有 即 一， 隐 c 
为 “与 4 的 差 , 记 作 ， :C=a—b : 
(ab=a+—b) 
(6) 实 数 1 与 矢量 2 的 乘积 是 一 个 矢量 , 记 作 2; 它 的 模 
4a|l=141llal,44a 的 方向 , 当 4 这 0 时 ,44 与 a 辣 向 ; 当 4 过 0 
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时 ， Aa 与 a 反问 . / 
一 个 正 数 1) 乘 以 一 个 矢量 等 于 把 虑 矢量 拉 长 了 4 售 ; 一 
个 负数 “条 以 一 个 矢量 等 于 它 把 矢量 的 相反 矢 蝇 拉 长 了 A 
倍 . 
7) 蒜 量 果 以 矢量 沉 中 下 列 性 夺 、 
， (i)12 一 6 一 0 或 2 一 0 A 
GDa0, 财 a==|ala ,或 a° -2 人 
-GiD1. “4=4,(—1)a=—a i 
“(iv) 数 因子 结合 律 : p04 = A 2) uA : 
(v) 第 一 分 配 律 . (2+1)a=Aa+ua 
(vi) 第 二 分 配 律 : A(a+6)=A4+45 i 
(viD6 za( 尖 0) 所 存在 唯一 的 实数 1 使 得 训 =A2 


二 、 常 用 方法 及 应 用 举例 


”” 例 1 设 互 不 共 线 的 三 矢量 b、 .如果 则 
| 顺 次 将 它们 的 终点 和 始点 相连 乡 构 成 一 个 三 角形 ， 

.分析 要 证 明 在 “十 ?十 5 一 5 条 件 下 顺 次 将 它 们 的 终点 
和 始点 相连 结构 成 一 个 三 角形 ， 可 作 A4B 2， BC =%,CD=7, 
妇 采 由 58 二 一 0 能 证 明 4 与 重合 即 可 为 此 只 须 证 明 
4D 二 0 四 | 
证 明 作 45 一 5,BC= Bp,CD=F, 则 
4D= AB+ BC+CD= -HE 
所 以 A\DD 重合 , 即 它们 可 以 构成 三 角形 . | 
评注 一 般 地 讲 , 若 = 个 矢量 立 .2 2 、 交 之 和 
_ 网 顺 次 将 它们 的 络 点 和 终点 过 结 起 来 正好 宁 成 个 
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厂 折 线 . 四 
例 2 证 明 : 四 面体 每 一 个 顶点 与 对 面 辣 心 所 连 的 线段 共 
点 , 且 这 点 到 顶点 的 距离 是 它 到 对 面 重心 的 距离 的 三 倍 . 

分 析 ”要 证 明 四 面体 的 顶点 与 
对 面 重 心 连 线 共 点 , 且 此 点 到 顶点 
的 距离 是 它 到 对 面 重心 的 距离 的 三 
倍 , 只 须 在 这 4 条 直线 4G1、BG;、 
CC 、DC:, 上 分 别 取 满足 条 件 的 4 点 
Hi、H:、H;、H, ,然后 证 骨 H1、H 


H;、.H, 重 合肥 可 . | 
证 明 - a 
方法 一 取 HiHaHiaH 3 
且 满 足 . 


AH'=7 AG1BH= 4 BG,; 
_ 3 3 
Ci,= ¥ CoDH,= IH . 
: 则 ,= AtAB BR. 3+AB+3 7 BG, 
3r1 , | 
4 3 (AB+ AC+AD)] + A 
tal MATA 80) 
所 以 ,好 与 已 ;重合 . | 可 
同 理 可 证 ,Hi 5 H,、 H. 与 人 1. 重 合 "区 愉 Hi、Hs、 生 ,是 
辐 一 点 z i 
方法 二 仍 取 Hi、H2、Hs、H, 满 足 AH' 二 AG'; BH， 
-一 BG ;CH -一 CC DR 一 1 DO, 。 
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则 AH,=AB+BE, 
一 4 十 本 (5 (BA+ BC+BD)]| 


-一 4 十 于 BA 十 (BA 4C) 十 二 (BA+AD) 
一 二 CAB+4CAA4D 


同 理 ,Hi1 与 :Hs\H， 合 , 故 四 线 共 点 ， 四 4 | 
”评注 0 
”1 要 证 明 条 直线 相交 于 一 点 的 问题 可 分 为 以 下 两 步 
来 完成 ， 和 

(1) 在 每 条 直线 上 各 选 出 一 个 适当 点 (根据 题 中 的 要 
求 ,或 题 中 有 关 结 论 取 点 ); ，， 

(2) ”验证 这 x 个 点 重合 . 1， | 

2" 证 明 两 点 重合 的 问题 ,可 以 转化 为 证 明 由 这 两 点 构成 
的 矢量 是 一 个 零 矢 量 ; 或 转化 为 以 空间 某 点 为 始点 ,而 以 这 两 
点 为 终点 的 两 矢量 是 相等 矢量 的 问题 . 本 

3" 证 明 个 点 重合 ,只 须 证 明 其 中 一 个 点 与 其 余 各 点 都 
重合 即 可 . 四 : | 

例 3 ”证明 平行 四 边 形 的 
对 角 线 相互 平分 . 

分 析 设 4BCD 是 一 个 
平行 四 边 形 , 取 O 是 4C 之 中 Ai 
点 , 见 图 5-4. 要 证 明 对 角 线 相 图 5 
互 平 分 ,首先 要 证 明 O 在 直 
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线 BD 上， 即 证 明 O、B8、D 共 线 ， 其 次 证 明 O. 是 ,BD 之 中 点 ， : 
为 此 只 1 须 证 朋 ， / z 


| D0 = o8 - 

证 崩 设 口 是 AC 之 中 汉 ， 则 A 二 DC, 挤 以 ,DO 二 蕊 2 
40=0Oc+=05 故 0.8. 且 共 线 且 @ 是 及 D 之 中 点 . 

评注 在 证 明 两 条 直线 相交 时 ,可 接 以 下 两 步 来 完成， 

(1) 在 其 中 一 条 直线 上 取 适 当 的 一 点 ; 

(2) 验证 此 点 在 另外 一 条 直线 上 ,这 祥 家 以 拒 直 线 共 点 
的 问题 转化 为 二 点 共 线 的 问题 ， 而 证 明 三 点 共 线 的 问题 芝 可 
转化 为 两 拓 量 共 线 的 问题 。 
” “ 例 4 证 明 稀 形 的 中 位 线 于 行 冯 让 下 庆 这 ,二 等于 上 下 这 
和 的 一 半 ， 了 和 

分 析 “ 见 图 5 二 5, 由 于 梯 ， 
形 的 上 ,下 底 是 平行 的 ,所 以 要 DD 
证 明 中 位 线 平行 于 上 T 底 只 / 
须 证 明 EF 与 DC 平行 ,而 要 
证 明 EF 与 5 平行 ,只 须 证 、 让 
明 EE 与 CD 共 线 ,而 Ek BCD 罗 
的 充 要 条 件 是 6 一 CD 所 一 一 

ee 因为 达 汪 态 站 
线 ， 所 以 存在 实数 = 使 得 4B 一 zDCG>o) 
而 研 = 殉 + 丰 + 栈 


EF = ED + DC 二 ER 
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EF=5C(EATED) + (AB+ DC TOBEF+CEF)Y 
-5+I 
-DC+5C) 
ie 


XX EF = (z+ DC | 


| IEFI= 寺 tID! 


yr 


= 半 (lz5CI+IDCD 


= 了 (+ 成 | | 

族 梯 形 的 中 位 线 平行 于 上 下 底 生 等 于 上 下 底 和 的 一 4 

评注 

1° 在 证 骨 两 直线 平行 时 , 可 分 两 步 来 完成 ， 

(1) 在 每 条 直线 各 取 一 个 非 零 矢量 ; / 

《2) 验证 这 两 个 矢量 共 线 . 验证 两 矢量 共 线 可 以 利用 一 
个 矢量 6 与 一 个 非 零 矢量 4a 共 线 的 充 要 条 件 是 存在 实数 4 使 
得 一 和 . 

2。 要 证 明 有 关 线段 长 度 的 等 起 时 ,应 应 首先 将 数量 问题 转 
化 为 矢量 模 之 间 的 关系 式 ， 然后 根据 矢量 的 特点 及 运算 来 加 
二 由 | : : 

车 & 与 5 同 向 ， 则 12+ 让 二 1 十 四 
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例 5 对 于 任意 两 个 矢量 .与 ,证 明 下 列 不 等 式 成 立 ， 
即 
EA 10| 
证 明 若 &.56 中 有 零 矢 量 , 则 等 号 成 立 ; 当 2 与 2 同 向 时 ， 
a+6|=1al 十 [5[; 当 4 与 5 反问 时 ,1a 十 5| 达 |a| 十 161; 当 
4 与 5 不 共 线 时 ,#5.4 十 5 构成 一 个 三 角形 ,因为 三 角形 的 任 
一 边 不 等 于 另外 两 边 之 和 ,所 以 不 等 式 总 成 立 .。 
评注 ”矢量 模 同 数 的 绝对 值 有 相似 的 性 质 ; 
a+b| 和 la 二 16 
只 是 在 考查 有 关 矢 量 的 模 之 间 的 关系 时 ,可 以 利用 矢量 
和 ,、 差 . 数 乘 矢量 模 的 几何 意义 ,将 其 转化 为 三 角形 或 平行 四 
边 形 与 边 之 间 的 关系 来 处 理 . | 
例 6” 设 点 O 是 平面 上 正 多 边 形 41、4;、…、A, 的 中 心 ， 


网 图 5-6 ,证 明 O4 十 OA4: 十 … 二 0O4 一 0 


证 明 由 题 设 有 104 | 二 104,.1 | , 且 4 .4 …、4, 这 个 
多 边 形 被 分 成 n 个 全 等 的 三 角形 . 
在 平面 上 任 取 一 点 bi ' 连 


续 作 BiB,=04; BB; = 04,; 
BiB = O04 B, 1B, = 
OA4,1, 则 每 两 个 首尾 相 接 的 矢 
量 B, 18, 与 B.B,,1 间 的 夹 角 都 是 
站 ,连接 饭 B, 由 正 多 边 形 的 


性 质 及 作法 可 知 ,B;.B,,……B, 为 一 正 多 边 形 . 因 而 有 BB 


206 


一 一 


Or 和 po 0 ‘ 
”所 以 G+ +04, 于 -十 Bi=0 . 
“评注 


1 可 以 利用 作 个 法 证 明 撩 量 相 等 …， 3 
2" 证 明 n 个 矢量 的 和 为 零 拓 量 ; 只 须 证 明 如 果 将 这 个 
矢量 的 后 面 ， 个 天 量 的 始点 放 在 前 项 4 人 多 量 的 终点 上 这 
n 个 务 量 正好 构成 一 个 封闭 图 形 即 可 .，-.- ， . 
3" 此 题 还 可 以 用 下 面 两 种 方法 来 证 明 . 
方法 二 A 


分 析 展 据 题 中 条 件 知 矢 量 记 55、 证 在 AAA 的 
分 角 线 上 ,因此 4 和 与 久 相 下 4A4 基线 .所 以 :64 一、 
(4 人 4 十 44rD) ,如 果 能 证 明 》 与 ? 无关, 网 

2 OA4. 一 AAA 上 444D = 一 0 


所 以 ， 关键 是 要 说 明 ) 与 ; 无 关 . 
证 明 过 入 "各 入 分别 作 44ini 和 有 a 的 平行 线 与 


OA4; 相交 于 A , 则 4 二 A n= AA 二 94. 


”由 
-1 
基 


即 二 一 Ey [4 i 是个 常数 ， 自分 析 知 结论 志 立 
z 104. | 
证 明 0 轴 建 立 右手 直 
角 坐 标 系 {0 全,7, 则 直 正 允 边 形 的 性 质 (不 妨 设 正 x 边 形 外 
接 圆 的 直径 为 1) 知 4x 的 坐标 为 
2(K 一 了 D 2(K 一 了 


中 


Arl cos 
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. 04。 一 COS 2 一 十) 一 D3 十 sin < 人 一 1 全 一 1 、、 
3 六 os RE DA | Sain 2K DD.]} 
~ 而 oe sD i 机 Do 
z Rel ..: -Rl i 
: : i : OA = i Di: i. 2 i i A 
评注 在 利用 分 量 来 明 关 量 相等 时 ， 可 分 三 步 来 完成 
证 明 ， i 
(1) 建 立 适当 的 坐标 系 ; ~ 
(2) 求 出 所 用 矢量 的 分 量 ; i 


(3) 验证 所 要 证 明 的 矢量 等 式 两 端的 两 拓 量 具有 相同 的 
分 量 . 
习 曙 . 5 . 
1. 已 知 三 角形 。 ABC 的 三 边 BC、 CA、 4B 上 的 中 吧 依 次 为 DE F, 


试 证 项 次 将 三 矢量 AD BE TE 的 终点 和 始点 相连 结 正 好 构成 一 个 三 
角形 ， 

2. 没 MM 是 平行 四 边 形 4BCD 对 角 线 交点 ， 证 明 对 任意 一 点 0， 有 
OM=1 (04 -+OB+OC +QD)、 四 

3. 设 ABCD 是 一 个 四 面体 的 顶点 ,M,N 分 别 是 边 AB.CD 的 中 


点 * 证 明 : MN= 计 (AD+ BC 


4. 证 明 点 M 在 直线 4 AB 上 的 充 要 条 件 是 ， 存在 实数 p， ,使 得 OM 


-DA 二 08, 并 且 2 十 j= 二 1, 其 中 O 〇 是 空间 任 一 点 . | 
5. 证 明 三 角形 三 中 线 相交 于 一 点 ,并 且 这 这 点 到 顶点 的 距离 是 到 对 
边 中 点 工 离 的 二 倍 . 
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6. 设 .5、 “是 已 知 矢量 ,证 明 z 和 
1 GD 肌 一 而 区 公开 用 a 
wt | 者 
.7. 全 和 党 中 上 有 过 的 四 过 
行 四 边 形 
”8. 设 ABCD 是 于 行 四 这 形 ， P、 Q@ 分别 是 边 :BC、 CD 的 中 六 | 正明 
AP.AQ 与 对 角 线 BD 相交 于 瑟 :F, 而 将 BD 三 等 从 


“9. 在 人 ABC 中 ; 边 BC 被 分 为 贡 ;n, 试 用 AB、 全 六 示人 


nm 
ie 二 


427 7 
5.3 矢量 的 统 性 关系 及 分 解 - 
本 四 


GD 设 a1、a;、 为 + 个 矢量 ;而 和 2 是 人 
实数 ,za 一 入 而 十 十 入， 称 为 a QA2 “a 的 线性 组 合 ， 

(2) 对 于 个 矢量 .3rwn 加 全 在 在 一 组 下 多 为 
零 的 实数 >、 、?， 使 得 | 
十 az 十 “ 二 下 . 
那么 称 & a1、a1、… sda 线性 相关 ， 否则 区 为 线性 无 关 . | 

(3) 如 果 z 尖 05, 那么 矢量 7 与 ; 共 线 的 充 要 条 件 是 存在 
唯一 的 实数 1 使 得 > 一 e. 

(4) 如 果 et、e: 不 共 线 ， 那么 矢量 7 与共 面 的 充 要 条 
件 是 存在 唯一 的 一 组 实数 +、y, 使 得 7 二 x el 十 y ez. 

(5) 如果、2s.2s 共 面 ;那么 任意 矢量 了 可 以 用 21、2。、 
es 线性 表示 , 即 7 一 rz el 十 y ez 十 z e: 且 zy\z 由 六 eles es 
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| 


才 确定 a 
(6) > 个 关 生 作 相关 的 充 要 和 其 二 个 矢 
量 是 其 余 矢 量 的 线性 组 合 ， ， 
i 如 东 一 组 矢 董 中 部 分 相关 和 
“(8) ,一 个 和 量 线性 相关 的 充 要 条 件 是 宠 矢量 ;两 个 矢量 
线性 相关 的 充 要 条 件 是 两 个 矢量 共 线 ;三 个 矢 最 线性 相关 的 
充 要 条 件 是 二 矢 基 共 面 ; 空 间 任 四 个 或 四 个 以 上 的 矢量 部 线 
性 相 KE ， 


二 、 常 用 方法 及 应 用 举例 


例 1 已 知 不 共 线 矢量 04 ==4,0B8 

=5b, 见 图 5 一 7, 求 它们 分 角 线 上 的 一 个 
单位 矢量 . 
、 分 析 设 OR 是 <408 的 平分 线 ， 
要 求 OR 的 一 个 单位 矢量 ,只 要 求 出 分 角 . 
线 上 的 一 个 非 零 矢量 即 可 . 为 此 设 R 是 
分 着 织 与 AB 的 交点 ， 只 须 求 出 矢量 OR. 

解 过 及 分 别 作 平行 于 O4.:D6 的 直线 分 别 交 OB.OA 


于 N、M， 根据 矢量 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 知 OR = OM 
TON, 而 ， 


{i 


OMI=|ION|=2#x0 
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DR OR Iola + laf 


OR| illsla+ lal 


例 2 已 知 三 角形 O48, 其 中 0A=i,0B=), 而 MN 


分 别 是 三 角形 两 边 OA、 08 上 的 点 , 且 有 GOM 一 20 
D ,ON 二 $00<py<1), 皮 AN 与 BM . 


相交 于 P, 试 把 矢量 OP 二 户 分 解 成 了 .5 
的 线性 组 合 . 


A 


解 由 图 5 一 8 可 知 ， i 
P= OM+ MP oo 
或 P=ON+ NE 加 图 8 
而 OM = ,ON = 全 


MP = m MB = m(0B — OM) = m(d — A2), 
NP =nNA=n( OA ~ ON) = nC — 16), 
所 以 ”P= 及 十 m6 一 4)=A— mai+mb 


或 己 一 pp 十 mnQ 一 Hp) 一 7 十 AL 一 7 
因为 #3 不 共 线 , 所 以 由 (1)、(2) 知 
Al—m)=n 
m= /Al—n) 
由 上 方程 组 解 得 
A 一 Ai 一 jp 
1 一 Ap 1] 一 MU 
方 - ML- 5 十 et 


站 
(2) 


例 3 设 人 45C 上 的 三 边 矢 量 4B=c,BC=a,C4 二 6， 


21]1 


设 三 角形 三 条 内 角 平分 线 相交 于 书 , 见 图 5 一 9, 试 用 2,5 来 表 
示 矢量 4P( 其 中 ,121=a,15|=6, 15|=c). 

解 ”由 例 1 知 ,151z 一 |214 与 4P 共 
线 ， 一 1251a+1a15 与 8P 共 线 : 

‘AP = A AB|AC+ |AC IAB) 

二 A( 一 eb+be) 
或 AP= 4G+CP 

一 C0B+ ICA) 

= uCAI—u|CB |)AC | 


十 uCA 14B= 一 (1 一 好 一 pe) 十 kB z 


由 矢量 分 解 的 唯一 性 知 
~ (wp) = 
= 
/ 和 2 | ， 
故 4P = i | 


评注 ”从 上 三 例 可 以 看 出 : 

了 在 求 矢量 时 ,往往 利用 矢量 的 三 角形 法 刚 或 平行 四 这 
形 法 则 将 其 分 解 成 与 已 知 矢量 共 线 的 若 于 个 其 量 的 积 ,然后 “ 
再 导出 这 些 矢量 与 已 知 矢量 的 线性 组 合 即 可 . 

2 在 求 矢量 时 ,也 常常 利用 待定 系数 法 如 果 已 知 两 矢 
量 不 共 线 ,而 求 : 二 它们 共 面 的 一 -个 天 量 ， 具体 方法 是 : 

(1) 引 入 两 个 参数 ; 

” (2) 把 所 求 所 量 通过 三 角形 法 则 ,写成 参数 和 已 知 两 失 量 
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的 两 种 组 合 形式 ; 
C3) 利 用 矢量 分 解 的 唯一 性 知 ， 这 两 种 表达 式 的 两 个 不 共 
线 矢 量 的 系数 相等 ,可 得 到 一 个 关于 参数 的 方程 组 
(4) 解 方程 组 求 出 参数 ， z 
.… (5) 把 求 出 参数 之 值 反 代 回去 ， 即 可 得 到 所 求 笑 基 
3" 如 果 已 知 三 个 不 共 面 矢量 ,而 要 用 这 三 个 和 和 
个 矢量 ,具体 方法 同上 :只 是 将 (2) 改 为 
(22: 把 所 求 矢量 通过 三 角形 法 则 ,写成 由 参数 和 已 知 三 
失重 的 两 种 组 合 形式 人 
例 4 证明 三 角形 的 三 条 中 线 相交 于 一 点 eg 


证 明 . 见 图 5 一 10, 设 O04 一 3,OB 5， 有 6 不 基线 ， 即 
OAB 构成 三 “角形 ;又 设 其 三 边 4B BOOA 的 
CD. 下 面 证 明 OC 、AE、 BD 相交 于 一 点 : 加 

为 此 取 QC 上 一 OOO OC 一 G+ 了 在 5 
上 到 -小 G 仙 站 人 | 和 有 ， 

4 
求 使 Cr :重合 的 A、 上 之 值 ， 于 是 


= GiG, - GO+OB+ BO 加 


| 


2 
1 1 -~ A 
-7+|1-2 -4 
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， 1 | r 站 . 轩 . . 
. ，， 4= 上 r i 4 


解 方程 得 1 一 /一 二 .这 就 说 明 OC 上 满足 GG = 于 GOC 的 点 
G 和 BD 上 满足 BG, 之 BD 的 点 G G: 重 合 . 


同 理 ,可 以 证 明 4 天 上 满足 4G, 二 了 4 的 4 点 G: 与 6 \G, 


1 


也 重合 , 故 三 角形 三 中 线 相交 于 一 点 . 

例 5 ”如 图 5 一 11 所 示 ; 设 DD 是 
人 4BC 边 BC 上 的 中 点 ,上 、 FF 分 别 是 
边 AC、.4B 上 的 点 ,车 EF 平行 BC , 则 
AD、FC、BE 相交 于 一 点 . 

证 明 设 4B=z,AC ==5, 因 为 所 
已 分 别 在 4B、4C 上 ， 所 以 存在 常数 ;、 
t ,使 得 


AF = sc , 
AE = 16 二 
故 FE = FA+AE = st 
因为 FE 有 于 BC -7 一: 
所 以 5 一 : 


下 面 证 明 CF 与 BE 相交 于 一 点 ,为 此 设 取 BE 上 一 点 
O,, 则 设 B0,=4FE; 取 FC 上 一 点 0O,, 则 设 FO, 二 FC. 求 使 
OO: 量 合 的 Ay 之 值 , 则 
= OO:- OB + BF + FO. 
214. 


~—ABE+BE+nFC 
= ht b+ ATlts se 


由 矢量 分 解 唯一 性 得 
一 可 十 k= 二 0 
A 一 1 十 5 一 5 一 0 
1 5 
解 之 得 =] 十 4 了 二 
”这 说 明 BE 上 有 一 点 人 0 与 FC 上 一 点 O: 重 合 : 故 BE 与 CF 
相交 于 一 点 , 设 为 O. 
下 证 O 也 在 4D 上 . 
-1 一 一 > 加 ~» ~ 
”因为 40= 44 十 #O = Ts 十 c) 
2s 1 
一 T 二 ”7 (be) 
2s 
| TP 
所 以 ,A4.O.D 共 线 . 
故 AD、CF .BE 相交 于 一 点 . 
评注 ”从 上 两 例 可 知 : 


1 证 明 商 线 44 共 点 可 用 下 法 ， 

(1D) 求 出 专 .2 上 的 一 不 非 零 矢量 亡 到 

(27 设 和 Al 、 生 ;是 《1 ,六 上 一 定点 《ri .Gz 分 别 是 4 .2 上 一 点 y 
可 由 参数 和、 ,通过 下 式 给 出 


和 = VC, = bV, 

(3) 由 GiG:=8 并 通过 矢量 分 解 的 唯一 性 确定 入 ;车 
六 .存在 , 则 两 直线 相交 于 一 点 : 若 如 ,和 不 存在 , 则 两 直线 不 
“9 


2” 在 用 矢量 证 明 *( 字 3) 条 直线 00 … 1, 相交 于 一 点 
时 ,可 用 以 下 方法 : 

(1) 求 出 ,Ls*… ,0 上 各 一 个 非 誉 矢量 疡 ,六 sr Ts 3 

(2) 设 4, 是 六 上 一 定点 ,G; 是 上 上 一 点 , 则 


一 一 了 


7 A 


| ee 3， 在 ph 使 与 同一 .个 :和 满足 


GiG,=0, 则 根据 矢量 分 解 的 唯一 性 知 Gi 与 G 重合 7 条 直 
线 相交 于 一 点 . | 
3 在 证 明 三 条 直线 相交 于 一 点 时 ,也 可 以 用 下 述 方法 : 
(1) 求 出 VV 上 的 三 个 非 零 天 二 Vi Va Vs A As A 
是 如 Wl 上 定点 ; 


(2) 利 用 评注 1" 求 出 0 与 2 的 交点 G, 并 求 出 矢量 4C; 


(3) 证 明 有 不 G 与 辫 , 共 线 i 
例 6 已 知 e1 、e:、e; 不 共 面 ， 证 明 # 二 一 二 十 32 直 265 
b= 4 一 6 十 2005 一 一 3 十]22 二 112: 共 面 ， 四 


证 明 要 证 明 9 3.5 共 面 ， 即 证 存在 不 全 为 零 的 A HY, 
使 ， 人 
这 十 后 二 过 = _ 
即 A( 一 ei 十 3es 十 2e3) 十 J 42, 一 2 + 22.) 
十 v( 二 3e 二 12es 十 ll1e,) 一 0 
遍 中 (和 4 一 3 在 寺 《34 一 6p 十 12v)¢2 
| :十 (24 十 2 十 1tzes 二 -0 
因为 2 .线性 无 关 ， 
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和 


一 4 十 4 一 3 一 0 
34 一 6 十 12 三 0 
24 十 2U 二 lv 一 0 
由 于 系数 行列 式 等 于 0, 由 克 莱 姆 法 则 知 齐 次 线性 方程 组 有 非 
零 解 , 故 三 矢量 共 面 . 
例 7 已 知 矢 量 e,、 es、 zs 不 共 面 ， 判断 2 一 325 二 22 
十 (一 23),6 二 61 十 2 一 23 和 2 一 一 2 十 42: 十 52, 是 否 共 面 
解 ” 要 判断 和 .< 是 否 共 面 ,只 须 判断 是 否 存在 不 全 为 
零 的 4- 使 得 
AQ 十 p65 十 vc =0 
若 存在 , 则 a、5、c 共 面 ,否则 不 共 面 . 
为 此 ,考查 4a 十 5 十 vz 二 0, 即 
i(3e1 十 2e; 一 e3) 十 pleit er— es) 
十 2 一 人 十 4e, 十 5e) 一 0 


亦 县 
34 十 扩 一 加 十 (24 十 证 462 十 (一 A 一 p 十 59)es 
/ = 
34 十 J 一 vy 二 0 
因为 el\ez\ei 不 共 线 ,所 以 24 十 A 十 4 一 0 
一 4 一 上 十 5 一 0 


由 于 齐 次 线性 方程 组 的 系数 行列 式 不 等 于 零 ， 改 方程 组 只 【有 
零 解 ,所 以 三 矢量 不 共 面 . 
评注 设 译 .24.5 不 共 面 ,那么 

a 一 dae 十 Ce， 十 ase, 

b = biel + bes + bses 

c 一 cei 十 cey eae; 


共 面 的 充 要 条 件 是 


b) “ bs 一 一 0 


” 例 8 设 OP,=7,(i==1， 2 ,3,4)， 坛 证 古 、 Ps、 已,、 已 四 点 
共 面 的 充 要 条 件 是 存在 不 全 为 零 的 实数 C==1， 2 ,3,4)， 使 


到 + hrz tt 和 rs 十 入 六 = 0, 有 D4 一 0 
证 明 因为 Pi.P;.P;.P 四 点 共 面 的 充分 必要 条 件 是 三 


和 失 量 PiP,、PiP;.PiP, 共 面 ,而 三 矢量 共 面 的 充 要 条 件 是 三 矢 
量 线 性 相关 . : 
为 此 考查 ~ 
mi PP, 十 pm， PP, 十 771 万 万 一 0 
即 oa 一 六) 十 ze 一方 ) 十 ms 一 7) 一 0 
亦 即 一 (we; 十 za 十 D7 十 2 十 ms7F 十 mi 一 0 
取 入 = 一 Go 十 fy 十 mh 二 Wi 和 二 mish 二 
” 则 有 十 ars 十 ha7s 十 7 一 0 


日 DA 0 


根据 的 取 法 知 mi 、mz、 ,ma 不 全 为 零 的 充 要 条 件 是 A hh、 
不 全 为 零 . 
故 Pi、P;、P;、 P, 共 面 的 充 要 条 件 是 


和 


> AN7, 一 0 目 =0 


评注 证 明 四 点 共 面 的 问题 往往 转化 成 三 矢量 共 面 的 问 
题 ,而 证 明 三 矢量 共 面 的 问题 ,又 转化 为 三 矢量 线性 相关 的 问 
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题 来 处 理 . 
例 9 设 O 是 AB 连 线 外 任 一 点 ,证 明 ABC 共 线 的 充 要 


条 件 是 OC =20A 十 xOB, 征 4 十 p=1. 
证 明 设 OA 二 4,0B= 6， OC =z 
” 则 ABC 共 线 的 充 要 条 件 是 AC 与 48B 共 线 ， 即 AC 与 4B 线 性 
相关 , 评 即 存在 不 全 为 零 的 、k。 使 得 Ai AC Hh ABe, 
即 - CC 一 a)+kb—a)=0 z z 
亦 即 一 (ki 十 atkab 二 kic=0 


这 里 如 关 0( 这 是 因为 ,车 如 一 0; 则 如 2 2 .而 4 与 
8 不 同时 ,有 如 =0, 这 与 4.B、C 共 线 相 矛 盾 ): 


~k&! 十 k, 四 
PA 
则 c=Aa+ub : 
Ri 二 Tk, Rk 
日 4 十 NA 一 一 | 


一 


改 A、B\C 共 线 的 充 要 条 件 是 一 人 5 十 
是 


4 十 一 1 +* 

例 10 设 O 是 A4BC 内 一 点 ,BO 交 
AC 于 ,CO 交 AB 于 FF,D 是 BC 的 中 点 ， 
见 图 5 一 12, 证 明 ; 大 FE 平行 于 BC, 则 A.、 
O.D 共 线 . 1 

证 明 由 3§5.3 例 5 知 各 5- 12 


Tt; 
而 AD = 5(Ab B+ AC) 
} : 2 
所 以 40 = TT AD 
由 A.O.D 共 线 


例 11 如 图 5 一 13 所 示 , 设 D.E.F 分 别 是 和信 ABC 三 边 
BC.CA、4B 上 的 三 点 , 试 证 这 三 点 在 同一 一 条 直线 上 的 充 要 条 


件 是 
FE | 
FB DC EA 
证 明 设 AF=4F8 
已 万 一 A 
CE=v EA 
AF BD CE 
Nl 一 -一 -一 一 一 一 一 人 人 1 人 
则 者 ' 荐 ' 二 1 的 充分 必要 
条 件 是 
A»*uxy*v=— 1 (1) 


i 


在 图 5 一 13 中 , 设 DA=#,DC ==6， 
于 是 ， 、 
DE= DC + CE 


y 
1 二 rv 
En (一 六 十 Da 
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= 了 T 十 7 
DF= DA + AF 
=#+ 和 4B : 
rt 
一 4 十 本 于 并 一 i De) 
一 十 二 人 (一 一 b) 
和 二 / 


1 
十 1 十 4 


故 D.E 基线 的 充 要 条 件 是 DE 与 DF 共 线 的 充 要 条 件 , 即 


l A 
1 十 人 1] 十 4 
即 MA 一 一 1 (2) 
由 (1) (2) 知 : 
， | AF BD CE 
D、E、F 共 线 的 充 要 条 件 是 "和 一 一 


评 注 ”在 证 明 有 头 三 和 点 共 线 时 ,一 般 将 其 转化 为 两 矢量 
共 线 的 问题 来 处 理 , 即 分 以 下 步 又 进行 

01) 首先 用 线性 无 关 的 矢量 组 来 表示 要 证 明 的 两 共 线 矢 
量 ; z : z 

《2) 验 证 在 给 定 条 件 下 这 两 个 矢量 写成 线性 无 关 的 矢量 
组 的 组 合 系数 对 应 成 比例 . 


221] 


-可 题 5.3 


1 已 知 AB 一 5.4C =5 不 共 线 ,G 是 ABC 所 在 平面 上 任 一 点 , 设 
4G 与 BC.CG 与 48 分 别 相交 于 DiE, 且 AG =m 4D .CG ~=n CE， 
试用 5mwn 表示 AG. 

2. 证 明 四 面体 三 组 对 楼 中 点 连 线 共 点 ， 
3. 证 明 由 面体 顶点 与 对 面 重心 连 线 共 点 . 
4. 证 明 三 角形 三 内 角 平 分 线 相交 于 一 点 . 
5. 设 OO 〇 是 和信 ABC 内 一 点 ,BO 交 AC 于 E,CO AB 于 Ff,A0O 
BC 于 D, 若 DD 是 BC 之 中 点 , 则 FE 平行 于 BC. : 
6, 已 知 矢量 =221 一 36z 十 363.6 二 221 十 32z 十 2e3, 其 中 Ee1、ezr、e3 
不 共 面 ,求证 二 271 一 224 十 42; 与 &.$ 共 面 | 

.7. 设 ee: 不 共 线 ,2a= 2c, 一 zx 一 3 一 27: 问 2.4 是 否 共 线 . 

8. 设 C1、sz、2s 不 共 面 ,证 明 三 矢量 2 一 “十 ze 一 2 十 ea 一 2 十 
ec: 不 共 面 . 
9. 设 e1、e; 不 共 线 .确定 a 二 ai61 十 aze2 愉 二 D1P 1 十 bzez 共 线 的 条 件 . 


$ 5.4 标 架 与 坐标 


一 ,基本 内 容 和 
(1) 空 间 一 定点 o 连同 不 共 面 的 三 矢量 忆 、?4、26 的 全 体 ， 
称 为 空间 的 标 哥 . 记 作 {0;21,22,21). 如 果 [21|=|2s|= | 名 | 
=1, 则 称 标 架 为 笛 卡 尔 标 架 ;如 果 还 要 求 两 两 相互 垂直 , 称 标 
架 称 为 笛 卡 尔 直角 标 架 ;如 果 2 2.2 的 顺序 符合 右手 法 则 ， 
称 为 右手 标 架 ; 否 则 称 为 左手 标 架 . 右手 直角 标 架 用 {0;7 ,j， 
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&} 来 表示 ， | 

(2? 在 标 架 {to,e,e:,ei) 下 ,空间 任 一 矢量 ~ 均 可 唯一 地 
表示 为 212,、2; 的 线性 组 合 . 即 存在 x、y、z ,使 得 ?2x 2 十 y 2 
十 zs, 称 (xyz) 为 在 标 架 {0;21,24,24} 下 的 分 量 ;空间 中 


一 点 己 的 径 矢 5P 的 分 量 称 为 点 书 在 标 架 下 的 坐标 ,用 Cz ,yy， 
zx) 表 示 ; 

《3) 空 间 中 的 点 (矢量 ) 与 其 坐标 (z,y,z) 是 一 一 对 应 的 ， 
那么 这 种 一 一 对 应 关系 称 为 空间 的 坐标 系 . 由 于 坐标 系 是 由 
标 架 唯一 确定 的 故 用 标 架 的 记号 来 表示 坐标 系 , 什 么 样 的 标 
架 决 定 什 么 样 的 坐标 系 . 见 图 5 一 14, 由 右手 直角 标 架 (or ， 

j') 所 决定 的 坐标 系 称 为 右手 直角 坐标 系 ， 仍 用 {o 
来 表示 ; 

(4) 和 天 量 的 分 量 等 于 其 
终点 坐标 减 去 始点 坐标 ; 

(5) 两 和 拓 量 和 ( 差 ) 的 分 
量 等 于 对 应 分 量 的 和 ( 差 ) ; 

(6) 一 个 数 磁 以 一 个 天 一 一 一 一 o 
量 等 于 这 个 数 乘 以 矢量 的 每 
一 个 分 量 ; 

(7) 两 拓 量 共 线 的 充 要 
条 件 是 对 应 分 量 成 比例 ， 

(8) 三 矢量 共 面 的 充 要 “5 
条 件 是 三 矢量 的 分 量 组 成 的 行列 式 等 于 零 ; 

9) 设 忆 , 天 已 ,已 已 一 1 PP,, 称 P 为 分 PP P, 为 定 比 A 的 


Z1 十 47s Yi 二 Ay: 十 Az， 
分 点 ,其 分 点 学 标 为 | 五 十 4 十 各。, 因 二 as| 


J 


| 
| 
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二 .常用 方法 及 应 用 举例 

例 1 设 P 点 在 标 架 {0;e1,62,23) 下 的 坐标 为 (1,2,3)， 
试 画 出 了 点 位 置 . z 

解 ” 方 法 一 ( 见 图 5 一 15) 

作 OA 二 ,AB= 221, BC =32 则 C=P. 

方法 二 ( 见 图 5 一 16) 

(DD 作 OA=2 


一 -sw 


OB=?e0, 


OC =3e; 


1 上 一 16 
(3) 过 肌 .B.C 分 别 作 半 行 于 cre ;6321s21,22 的 平面 ， 
则 三 平面 相交 于 一 点 , 即 为 所 找 的 了 点 . | 
评注 
1 方法 一 称 为 折线 法 . 画 PCz.y.z) 的 位 置 ;(1) 作 OA 
= ;AB=yZ (BC = 则 C 即 为 :P. 
224 


2 方法 二 称 为 平行 六 面体 法 . 画 点 P(x,y,z) 的 位 置 : 

(D 作 04=x 61,08B=y 61y0C ==z 2 

(2) 过 4.B.C 分 别 作 垂直 于 e1、e:、e; 的 平面 , 则 三 平面 
的 交 扩 即 为 了 吕 . 

例 2 给 出 一 点 了 , 求 PP 在 to;ei,ez,e3} 下 的 坐标 。 

解 〈1) 过 己 作 平面 x. 委 直 于 4, 交 7z 轴 于 了 .; 过 PP 作 
下 别 、 x 分 别 垂直 于 es、e;， 交 y、 z 轴 于 P,P 


一 
(2)P 点 的 坐标 为 | + 102.| ,407 | of) 


e | les| [eal 
其 中 正 负 号 的 选取 与 P 号 所 在 对 限 的 符号 相同 若 己 在 第 一 
卦 限 , 则 均 取 正 号 . 
例 3 已 知 矢量 a、 是 ABC 两 边 


45 、AC 上 的 矢量 , 见 图 5 一 17, 设 及 是 角 

A 的 分 角 线 与 BC 的 交点 ， 求 矢量 AR. ; k 
解 ” 取 {4A;a,5}) 为 标 架 , 则 A(0,0)， 

B(1,0),C(0,1). 另外 ,出 分 角 线 的 性 质 有 


一 号 
BR| _ 148| _ | 上 
人 
| 
的 BR = RC 
b 
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lal 


由 定 比 分 点 会 \ 式 知 R | 一 - _ el 


| | tal 1 十 | 
| 加 
”5| [a 
R| 一 一 一 一 ,一 一 
册 rr [1a| 十 让 | 
一 > 让 | Ia| 
AR = ~ a as 
1 十 151 4al 十 可 | 
lat lal 
la|l 二 + 12 


例 4 已 知 、 5 是 三 角形 ABC 边 AB、 AC 上 的 天 量 ， D、 
已 是 BC、C4 上 的 一 点 ,日 BD=m DC ,CE 二 n FE4. 试 用 站 
5 .mwn 表示 矢量 AC, 其 中 G 是 AD 与 BE 的 交点 ， 

解 、 取 {A;a， 为 标 架 ， 要 求 4G， 只 须 求 出 C 点 的 坐标 即 可 

由 题 意 知 ,有 (1,0)， CC0,1).AC0,0), 因为 BD = m DC, 


所 以 ,由 定 比分 点 公式 得 D| 了 于吉" 了 万 | 又 因为 CE 


==n 4, 故 由 定 比分 点 公式 得 4 E| 0. | 
因为 G 是 BE 与 4D 和 所 以 存在 实数 入、 上, 使 


p= mA 
AG = AGD. FT FT| 


~ Fe 
BG = p GE, G| 让 TFAtn) 
由 点 的 坐标 的 唯一 性 有 


A 
FT 十 1 二 4 
| 7 A | 


££. 
I 二 mi 二 和 (二 (十) 


220 


解 之 得 A=m(l 二 +n) 


， 1 mm 
所 以 CTTFm nl mt 
疏 = TET 

=- Tn tm / 
评注 
由 以 上 两 例 可 知 ; 


1” 用 已 知 天 量 表示 某 一 矢量 时 ， 
(1) 选 取 标 架 ( 一 般 以 已 知 矢量 为 标 架 的 后 矢 ); 
《2) 求 出 所 求 天 量 的 和 终点、 怒 尽 坐标 ; 
(3) 终 点 坐标 减 去 始 太 坐 慰 得 天 量 在 标 沫 下 的 分 量 ， 
(4) 根 据 坐 标定 义 定 出 具体 表达 式 . 
2” 求 直线 AB、CD 的 交点 坐标 时 ， 
(1) 首先 写 出 A、B、C、D 在 标 架 下 的 坐标 , 设 为 Alx, 
yiy2zi)、 Br ys 22) CTs yy23) DT, Yass 24); 
(2) 设 G 是 4B 与 CD 的 交点 , 即 
AG 一 1GB,CG 一 u GB 
3) 用 A、B 坐标 及 4 写 出 6G 的 坐标 ,用 C、D 坐标 及 y 写 
出 C 的 男 一 坐标 ,由 定 比分 点 公式 


2 十 AZ yi 十 Ay， zi 十 Mez， 
和 ‘1) 
[至 十 pz y3 十 Ly ,二 (2) 
LA 1+A 1+x 


(4) 根 据 坐 标 唯一 性 得 


PA 


二 
] 十 人 4 ] 十 w 
YI 十 《ya V3 十 ky 


(5) 解 方程 组 得 4.y 之 值 .代入 式 
(1) 或 式 (2) 即 得 G 点 坐标 ， 

. 注意 ”在 求 点 的 坐标 时 ,经 常用 定 
比分 点 的 坐标 . 

例 5 证 明 : 四 面体 的 顶点 与 对 面 v 
重心 的 连 线 共 点 . 
解 ” 选 坐标 系 {o5a,5,c}, 则 O 

(0,0,0), A(1,0,0), BC0,1,0),C(0, 
0,1) / / 图 5 一 18 


:。 A 人 ABC 重心 坐标 为 Ci| 二 ,二 ,二 |， 


入 BCO 重心 坐标 为 G:| 0, 卫 ,二 


人 COA 重心 坐标 为 Gl 5 ， 0 | 


间 
* 
中 
电 


和 俯 4OB 重心 坐标 为 Gd| 5， 30| : 
首先 证 明 OG 与 AG, 相 交 于 一 一 点 ,并 求 其 交点 的 坐标 ， 


设 已 ,是 CC 上 上 一品 .OH 一 1 HiG,, 则 已, 点 坐标 为 


设 HH 是 AG; 上 一 点 AAC; = 已 >， 则 | 
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1 1 
Hl 1 37 37 
1 二 1 十 kl 二 kj) 
求 使 HH 与 刁 ; 重 合 之 A、.4 值 : 


Ei 1 
T 二 和 一 了 于 
′ 解 之 得 1=A=3 
34 工 
3 | ， 
= 1 十 & 


所 以 ,OG 与 4G: 的 交点 坐标 为 H,| 二 ,1 同 理 可 证 


OG 与 BG;,0G1 与 CG: 都 相交 , 且 交 点 坐标 都 是 | 二 ,二 ,二 | ， 
所 以 四 线 相交 于 一 扣 . 

评注 z 

1” 上 述 证 明 中 ,在 求 出 0G1 与 4G: 的 交点 妃 : 之 后 ,也 可 
验证 互 , 在 另外 两 条 直线 上 有 即 可 . 

2。 从 上 例 可 以 看 出 ,在 利用 坐标 证 明 = 条 直线 相交 于 一 
点 时 ， 

(1) 建 立 适当 的 坐标 系 ; 

(2) 求 出 有 关 点 的 坐标 ; 

(3) 首 先 取 两 条 直线 ,如 4B、CD (证 明 它 们 相交 于 一 
点 ),A、B、C、D 坐标 为 (Zi, Yi;2i); 


(4) 取 OO 在 AB 上 , 设 A0, =10,8; 取 O 〇 ,在 CD 上, 设 


CO, -一 大 O,D. 则 


ZX! 十 Ar yi 十 4y; z， + Az, | 


0 TA TA IFA 


29 


Xi Kr Ya Hy ZI Lz | 


04| 1 ' 1+p lp 
(5) 解 方程 组 - 
Zi 十 Ar Xa pr 
1 十 人 ”1 十 jg 
yi 十 Ay ys 二 Ay 
] 十 和 1 十 
2Z1 十 Az, 3 二 Lz ， 网 


1 二 4 1 二 +A 
(6) 寺 方程 组 无 解 ， 则 直线 不 相交 ;车 方 程 组 有 解 ， 将 其 解 
代入 O, 或 0, 的 坐标 中 ， 得 到 的 即 为 交点 坐标 ; : 
“(7) 验 证 此 点 在 另外 的 几 条 直线 上 . | 
3。 在 利用 坐标 证 明 问题 时 ， 一 般 首先 建立 坐标 系 ， 然后 
求 出 所 用 点 的 坐标 ,最 后 验证 它 满足 一 定 的 性 质 . 


习 题 5.4 


1. 利用 坐标 法 证 明 三 角形 三 中 线 共 点 . 

2. 利用 坐标 法 证 明 四 面体 对 棱 中 点 连 线 共 点 , 且 相 互 平分 . 

3. 已 知 空间 四 边 形 48CD. 将 48、4C、DB 及 CD 依次 同比 分 之 ， 
则 四 个 分 点 必 成 一 个 平行 四 边 形 . 

4. 证 明 ， Veos 站 = 0 Ssin 


上 


AL nl 0 
好 


$ 5.5 数 性 积 、 矢 量 在 轴 上 的 射 


一 .基本 内 容 
(1) 设 矢量 48 的 终点 BB 和 始点 4 在 轴 1 上 的 射影 点 分 
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别 为 B'、4' ,那么 矢量 和 4B' 叫 做 矢量 4B 在 轴 1 上 的 射影 矢 
量 ， 记 作 射 影 矢量 1 一 4 4 B'. | 

(2) 设 为 1 上 的 单位 矢量 ， 则 射影 矢量 ? 28 一 x2, 称 xz 
为 矢量 48 在 1 上 的 射影 , 记 射影 1 

(3) 射 影 一 24Blcosb， 9 一 pa AB). 


(4) 半身 影 = >， 射影 大 . 


(5) 两 矢量 2 和 的 模 与 它们 类 角 全 站 的 乘积 叫 全 矢量 

a.Z 的 数 性 积 ( 内 积 、 点 积 ), 记 作 2.8 或 2a0, 记 aa 一 a2. 
《6)x 垂 直 于 5 的 充 要 条 件 是 < 一 

(7)4.2D 一 Da 

(8)A(z.D) 一 (1a) .2 一 a (475) 

(9) (a+6) c=a: .2 十 方 ,< 

(10)a， .一 |21 射 影 0 一 12 射影 7 

设 a={z 二 ) 2 一 (ziyyzyzz) 

DaB=zizst yy tzize 


“(12)1a|=Y rt+yi+zi 和 i 
| AB| = NY (zr 7) 十 一) Tey 


其 中 人 (Ziyyiyzl)， 再 (Za yyzyzz) 
ZiZz 十 Ji yz 十 12Zs 


YY ZI 十 yi 十 2 V XTi 十 2 十 22 


(14) 设 1al 关 0， 则 其 方向 余弦 


COSQ = n/N Ti 二 yi 十 之 1 


(13)cosa= 
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sw 
cospB = vif V 十 yt 十 zf 


COSY = 2 VX 二 yi 十 1 
月 cos’a 十 cos*p 十 coszy = ] 
中 有 &。 = {cosaycosO ,cosy 


二 ,常用 方法 及 应 用 举例 


例 1 导出 (az)c 一 a. (vc) 成 立 的 条 件 
解 当 a:6=0 过 a(bc)=0 

所 以 xz 一 0 或 ?ce 一 0 

即 az 与 < 共 线 ,或 a -| 2， pli, 当 wa。 50 时 ， 则 a 


(ab) 

a , 即 a 与 c 共 线 . 

反之 若 a15, 且 651 c, 则 等 式 显然 成 立 , 当 a 5 与 ; c 共 线 
时 ,不 妨 设 a 二 4c, 则 

(ab)e = Gcb)e = A(CE)¢ = = (BY) COE) = 一 (BE) 

因为 ， (25)7 二 a&(657) 成 立 的 充 要 条 件 是 ， (1) & 1L2, 且 
pc (2) a 与 c 共 线 .至少 一 个 成 立 . / 

评注 “从 上 例 可 以 看 出 ,在 进行 矢量 的 运算 时 ,如 果 数 量 
是 以 两 矢量 的 数 性 积 形式 给 出 的 ,那么 这 个 数 性 积 在 运算 中 
不 能 分 开 . | 

例 2 证 明 矢 量 a 与 5 一 a(a5)/a 垂直 . 


. Bi J- 7 六  、 -~ 
证 明 … 2 一 | 一 a) 
#| | (1 
=ab—a*b=0 
2 | BD— a 
Ut 


L232 


1 


例 3 证 明和 矢量 a 与 (ac)5 一 (ab)c 和 垂直. 
证 明 …a'CGa'c)2 一 (ab)c] | 
= (dt) (8) — (ad) (22) 
‘aj (ac)b— (ab)e 
评注 由 于 (22220857 成 立 是 有 条 件 的 所 以 ， 下 列 
ey 
‘Caeco— Gar de) 
~ a. (ac)b ~— alab)e 
= (a (ED) 一 (G2) BE) = 0 

例 4” 设 一 四 边 形 各 边 之 边 长 是 a.b.c.ad, 旦 其 对 角 线 相 
互生 直 ,求证 各 边 之 长 也 是 a、b、c.d 的 任 一 四边 形 的 两 条 对 
种 线 也 互相 垂直 ， 

证 明 设 四 边 形 48CD 及 A'B'C'D 各 边 作 成 的 向 量 分 
别 是 4B==2,BC=5,CD=2,DA=d,AB' =a, BC 一， 
CD' = ,DA ,II= | [=a lB =? 一 4 21= 
|c'|=c,j4d|=|4a’'|=4d. 

由 4 十 5 十 c 十 48=0, 得 

d= (+ b+ oY 
一 a 十 5 十 Cc 二 26:C 二 2c.4 二 24.56 

一 Q 一 六 十 cc 十 2 天 十 pc 十 2 十 ac) 
B+) =2AC.BD 

同 理 可 证 字 一 2 十 了 一 C=24'C'.B'D 
» AC.BD=AC .BD / 
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故 AC | BD=AC | BD 
例 5 ”如 果 一 个 四 面体 有 两 对 对 楼 互 


相 垂直 , 则 第 三 对 对 楼 也 必 垂 直 , 而 且 三 对 一 


对 楼 的 平方 和 相等 . 
证 明 z 设 A4B==2, AC 二 B.AD= 训 ， 


BC. 
AB | CD 
eles3— es)=0 
e103 一 eies 
又 4C1LBD 


el(es—e€1)=0 


Sl C1€2 E263 


te kk 


由 (1)、(2) 知 . ees— ere =ees 


AD» BC=e*(es—e)—=ese,— ee 2 一 0 


4 BC 


另外 ,4 十 CD = 十 (@ 一 22) 二 ei 十 es3 十 ez 一 
AC 二 BD= 如 十 (63 一 如) = 如 十 可 十 如 一 


2 7? ~ 加 加 ee, 
~ 2 2 
AD+ BC =e3 十 (ese1) 一 e+ 十 e: 十 e; 一 


ZE]e， 


ww 一 -ww ww 一 -一 -了 


所 以 1 1 CH= AC+BD= AD+ BC 
评注 ”由 以 上 两 例 可 以 看 出 : 
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一 一 一 wm 一 一 一 一 -一 -一 一 A 
已 知 4BT CD,4CLLBDBD. 证明 4D 垂 直 


2eyei 


Le1e3 


(1) 


(2) 


(3) 


1* 在 进行 矢量 运算 时 .可 以 把 所 用 到 的 矢量 都 表示 成 从 


标 矢 量 的 线性 组 合 , 然 后 进行 运算 . 、 

2" 在 证 明 两 直线 垂直 时 ,可 把 问题 转化 成 这 两 条 直线 的 
方 亲 矢量 ( 与 直线 平行 的 非 零 天 量 ) 的 垂直 问题 ， 进而 转化 为 
两 矢量 数 性 积 为 零 的 问题 

3 在 证 明 有 关 长 度 的 等 式 时 ,首先 将 数量 等 式 转化 成 天 


最 等 式 ， 即 用 天 量 的 模 表 示 线段 的 长 度 ， 其 次 运用 公式 |4B | 
1 使 间 题 转化 为 有 关 撩 量 数 性 积 的 等 式 的 证 明 问 
曙 - 
 ” ” 例 6 在 AABC 中 ,如 图 5 一 20 所 示 ; 已， 
知 AB=#, AC 二, 求 高 线 4D 上 的 一 个 矢 ， 
晤 . 
解 ” 设 BD==4 DDC, 则 


AD= AB + BD = AB + -4 BC 
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a”“— ab 
EY; | 
Fy 2 一 a a — ab >» 
(a— bb) (a — bY 

评注 ”从 此 例 可 以 看 出 ,在 求 与 羽 直 有 关 的 矢量 时 ,总 可 
以 利用 待定 系数 法 ,引入 一 个 参数 ,然后 利用 垂直 这 一 条 件 得 
一 个 含 参数 的 数量 方程 , 解 此 方程 , 求 出 参数 之 值 , 反 代 即 可 . 

例 7 试 证 三 角形 三 边 上 的 高 共 点 . 

证 明 设 BC、AC 边 上 的 高 相交 于 HH， 设 HA 二， HB 
.$C 一 ,要 证 明 三 高 相 交 于 一 点 ,只 全 证明 C 方 2 


所 以 从 一 


AH BC 
“0=a: BC=a(BH4-HC=a(—6)+ac 
即 ab=ac | (1) 
又 “HB|AC 
“ba=br (2) 


由 (1)、 2) 知 ac 一 pc 
即 BHA.HC=HB'HC=AB.HC=0 
ABLHC 
评注 ”从 本 例 可 看 出 ,证明 三 线 共 点 的 问题 ,可 以 转化 为 
两 矢量 垂直 的 问题 ， 
例 8 设 在 人 人 48BC 中 ,三 边 BC、CA、AB 之 长 分 别 为 4、 


b、c，AD 是 三 角形 的 中 线 , 则 4D 的 长 度 mm 一 广 
VI To a 
证 明 号 
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一 一 


则 4D= 方 (48+AC) 一 二 (一 妨 


B+e 二 (B+t aa) . 
例 9 已 知 单位 矢量 xz、.2、c 满 中 条 件 4 十 5 十 c=0, 试 计 
算 a6 十 bc 十 ca. 
| 解 0= (a 十 5 十 2 
=a + 十 十 2(ab + Be + ca) 


十 所 十 避 一 一 了 (8 + 2 十 < ) 一 一 广 


评注 ”从 以 上 两 例 可 以 看 出 ,在 证 明 有 关 长 度 , 或 计算 数 
值 问题 时 ,往往 可 以 根据 已 知 的 矢量 等 式 ,两 端 分 别 平方 ,或 
两 端 同时 与 一 个 矢量 (或 与 此 相等 的 矢量 ) 作 内 积 来 证 明 . 这 
一 方法 也 可 以 用 于 有 关 矢 量 相等 、 两 矢量 垂直 、 射影 、 夹 角 等 
问题 中 . 

例 10 证 明 余 弦 定 理 . 

证 明 设 A48=2,BC=2,AC=5,|2|=c,142|=a,12| 
二 上 
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一 0 十 cc 一 26c cos/4A 
a a =0 TC 20c cosd 
同样 方法 可 得 
p= 二 ci 十 a 一 2ca cosB 
“=a 二 6b ~ 2ba cosC 
评注 注意 三 角形 的 内 角 和 夹 这 个 角 的 两 边 上 的 矢量 之 
可 夹 角 的 关系 ,要 么 相等 要 人 么 互补 . 
例 11 利用 数 性 积 证 明 : 
(1) cos(a—p)=cosacosp—sinasinB,， 
(2) sin(a—B)=sinacosp—cosasinpg. | 
证 明 (1) 仅 取 a、B.a 一 BE [0, | 来 证 明 , 至 于 其 他 情 
席 由 丧 导 公式 知 必然 成 广 ， / 
取 az 一 {cosaysina,0) 
9 {eosp sinB ,0? 
” 则 a=|all2leos(a 一 PY=cos (a— 0) 
an。 .5 一 cosacosb 十 sinasinB 四 
故 cos(a 一 P) 一 cosacosp 一 sinasinp 
(2) 取 j= {cos (90° 十 oa ,sin(90° +a) ,6 
b= {cosB,sing,O} 
则 sin(a 一 PB)= cost(90°+a)—p] 
一 ~cos(90°+a)cosB— sin(90° +ajsing 
=sinacosfp—cosasing 
评注 ”由 以 上 两 例 知道 ,可 以 利用 数 性 积 来 证 明 三 角 恒 
等 式 ,一 般 是 / 
(1) 取 写 xoy 面 平行 的 两 个 单位 矢量 ,而 在 选 这 两 个 量 时 
应 考虑 到 证 明 等 式 中 角 与 角 之 间 的 关系 . 
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“和 


(2) 利 用 数 性 积 的 定义 及 数 性 积 的 坐标 形式 , 求 得 两 数 性 
积 之 值 , 则 它们 相等 

(3) 选 取 角 度 的 一 特殊 取 值 范围 ,证 明 等 式 成 立 . 

(4) 利 用 诱导 公式 将 其 推广 . 

例 12 ”证 明 柯 西 - 施 瓦 尔 欧 不 等 式 


aipi 十 ap; 十 as 和 Vi 十 巡 十 avV 人 十 区 十 下 
-证 明 取 a 一 (aasyas} 
一 (六 00) 
则 ” 《ci 十 asp 十 asps7) 
~—(a'b):=a'bicos:/ (ayD) 
<ab 一 (qi 十 性 十 ca (b+ 十 3) 
有 ‘aw 二 abs+a6; VY a2 十 时 十 2 2 十 2 十 冯 : 
评注 ”从 本 例 可 以 看 出 ， 可 以 利用 天 革 来 证 明 不 等 式 ， 重 
要 的 是 选取 特殊 的 失 量 . 
例 13 没有 两 条 直线 4 和 ,其 中 必 通 过 点 P30,1)， 
且 平 行 于 v= {2,1,0) ,1, 通 过 P,( 一 1,2,0), 且 平行 于 v,= 
(1,0,1), 求 7 与 71, 的 距离 . / 
解 /1 的 公 \ 委 线 买 在 两 条 直线 癌 的 线 愉 的 长 和 为 于 村 
1: 的 距离, 所 以 ,两 直线 间距 离 为 
Pp VU X UV, 
4 二 | 射影 P35 | = ‘a | 
{1,— 2,1) 
1 二 (一 2 十 二 


|(4,—2,1})， 


= 
评注 


1° 求 两 直线 的 距 砚 ,可 以 转化 为 某 一 矢量 在 其 某 方向 
上 的 射影 的 绝对 值 . 

2* 这 个 方法 可 以 推广 到 点 到 | 直线 、 点 到 平面 、 二 线 到 下 
面 ,以 及 平面 到 平面 的 距离 的 求解 

例 14 来 两 平行 平面 x ,天 的 距离, 其 中 , 民 通 过 己 (2,1， 
0) ,rz* 通 过 P;(3,0,2) , 且 都 下 站 于 n= 二 (1,2,2). 

解 ” 两 平行 平面 间 的 距离 等 于 这 两 个 平面 的 公 垂 线 夹 在 
两 平面 间 的 线段 的 长 度 . 


故 ad x, 一 | 射影 :0 | 一 72"， .PP P,=1 
例 15 设 a.5bwe 分 别 是 和 俯 4BC 三 边 BC.CA、AB 之 长 ,A 
是 三 角形 的 面积 ,证 明 a: 十 WW 十 c* 关 4A. 
证 明 设 AB=C,BC=a,CA=5 
则 Jal=a,12|=b, |c|=c. 
4A:=(a Xb) 
—a b'sin A/ (a.6) 
ab Ceos sa, 六 
| a be | 
21a 2 15| | 
一 (a pbc) 


bd 


» 
9 


=a5 [1—| 


oD 
<(a itpb t+e 和 
上 让 a 十 5 十 c 守 44, 妈 a? 十 太 十 c* 宇 4A 
评注 ”从 此 例 知道 ,可 以 用 矢量 法 证 明 三 角 不 等 式 , 在 此 
必须 注意 矢量 运算 的 几何 意义 和 人 性质, 以 及 完成 数 和 和 天 量 关 
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习 题 5.5 


1. 证 明 ,; 三 角形 三 条 垂 线 共 点 . 
”2. 设 ABCD 是 平行 四 边 形 ,证 明 : 
AB + BC+CD+DA-AC+BD 
3. 若 zc 不 共 面 ,az 一 pz 一 czx=0, 则 工 =0. 
4. 若 > 是 任 一 矢量 , 且 >z= 一 0, 则 > 一 0 
5. 证 明 三 和 尔 量 过 8 .其 面 的 充 要 条 件 是 
aa ad ac 
ab Lob bel=0. 
站 
6. 等 腰 三 角形 底 边 中 线 垂直 于 底 边 ， 
7, 立 于 直径 上 的 圆周 角 是 直角 . 和 
8. 已 知 |laj=3,| 2] =5, 试 确定 ) 为 何 值 时 ， 矢量 < 十 42 与 “一 Ab 
垂直 . 
9. 证 明 三 角形 三 条 中 线 的 长 度 的 平方 和 等 于 二 边 长 度 的 平方 和 的 


10. 若 Qj 十 4s 十 … 十 4, 二 ,证明 : 
Dia = 3 


11. 求 正方 体 的 两 对 角 线 交 成 的 锐角 . 
12. 已 知 矢量 4.5 的 分 量 如 下 , 求 a、 2 间 的 夹 角 及 a 在 5 方向 上 的 
(1)a={8,4,1),b={2,—2,1) 
(2)a = {2, 5， 4},5=1{6,0,8) 
13. 已 知 a、.5、c 两 两 构成 60° 角 ,是 la|==4,151 二 2,1c| 一 6, 试 求 
一 & 二 0 十 c 的 长 度 及 已 与 .2.c 的 夹 角 ， 
14. 若 矢量 2 十 3 垂直 于 矢量 75 一 57， 目 矢 量 寺 -他 重 直 于 矢量 7 
2 4: 


一 20, 求 矢量 &.2 的 夹 角 . 

15. 证 明 :cos(a 十 8B) 一 cosarosp 一 sinasin 有 

16. 证 明 :平行 四 边 形 为 菱形 的 充 要 条 件 是 对 角 线 相互 垂直 

17. 求证 :空间 四 边 形 的 平方 和 等 于 对 角 线 平方 和 加 上 对 角 线 中 点 
的 连 线 平方 和 的 四 信 . 

18. 消去 律 是 否 成 立 . 


$5.6 夭 性 积 ， 


一 .基本 内 容 


(1) 两 矢量 4 和 5 的 矢 性 积 ( 称 外 积 , 又 积 ) 蚌 一 个 矢量 ， 

记 作 aX5, 它 的 模 是 az 的 模 .2 的 模 及 它们 夹 角 正 弦 的 乘积 ， 
它 的 方向 与 a.5 都 垂直 ,并 有 是 按 a .2 .a X5 构 成 右手 系 . 

| (2) 当 a、5 不 共 线 时 ,aX5| 表 示 以 < 为 邻 边 的 平行 四 
边 形 的 面积 . 

(3)a 与 2 共 线 的 充 要 条 件 是 aX2 王 0 

(4)aXpb 一 一 5Xa 

(5) Aa)}X6=Aa Xb)=aX (4b) 

(6)ax B+e)=axbti+axe 

(7) (65+e)Xa=6Xai+cXxa 

(8) 设 六 = ta yes ay) 太一 {61,2.5;), 则 


=- 一 


1 J k 
a Xx 6 一 | CE 4d, ds 
pb: b,. bs 


(9)2 与 5 共 线 的 充 要 条 件 是 对 应 分 量 成 比例 
”G10) 消 去 律 . 交 换 律 .结合 律 不 成 立 . 
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(Gil)(aXDD)Xc 一 (ac)2 一 (pc)a 
二 .常用 方法 以 及 应 用 举例 
例 1 证 明 ; 如 果 aX5=cXad,aXc==bXd 
与 2 一 < 共 线 . 
证 明 “* (a 一 4)X Be) 
~aXb—aXc~—dxXvbi+adXxXc=0 
4 一 4 与 3 一 c 闪 线 
例 2 三 矢量 04、OB、OC 适 合 
OB x OC + OCxO4+OAxXOC=0 
证 明 ; 王 点 4、.B.C 共 线 . 
证 明 … ABX AC=(0B— 04) XOC— 04) ， 
=08xOC— OBxO2— OAx OC +OAXO 
OBxOC+OCxOAHFOAXOB= 0 


,AB 与 4C 共 线 ， 故 4,B;C 相公 

评注 ”从 以 上 两 例 可 以 看 出 ， 

1° 证 明 三 点 共 线 的 问题 可 以 转化 为 证 明 两 矢量 的 共 线 
问题 

2° 证 明 两 天 量 的 共 八 问题 , 可 以 计算 这 两 个 矢量 的 矢 性 
积 是 零 矢 量 . 

另外 ,证 明 三 点 共 线 或 两 矢量 共 线 的 问题 ,可 以 苇 化 为 证 
明 两 矢量 的 对 应 分 量 成 比例 的 问题 . 

例 3 已 知 AC0,0,0),B(1,0,2)， Cl2, 0,1), 求 人 ABC 
的 面积 及 BC 上 的 高 . 


解 S、= > | AB x AC| 
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= 51(1,0,2} X {2.0,1) 


] 1 3 
2 1{0,3,0}| 一 


BC = VITO TI /2 
4 到 BC 的 距离 即 BC 边 上 的 高 为 


h = -A = V3 


~ 2 


| BC | 
例 4 求证 :三 角形 的 重心 分 原 三 角形 为 三 个 等 积 榴 三 角 


形 . 罗 
证 明 见 图 5 一 21, 设 G 是 三 角形 4BC 的 重心 ,下 面 证 
明 A4BG.ABCG、AC4G 的 面积 相等 . 设 A4B 二 2,AC 一 5， 
则 4G 一 二 (2 十 六 ,8G 一 一 了 2 十 二 人 


| 
XX 
S 


。。 aa Bs 一 


Si 
> 
Am 
和 
Ms) 
i 


ca | 一 


a 
区 
Sr 


S A BCT 一 
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上} 


及 
X 
© 


(六 
[> 
> 
oi SM LS 中 | 二 
| 
SR | 
十 X 
> $B) 
x _- 
So 


Fo 
~X 
| 


所 以 ,这 三 个 三 角形 面积 相等 . 
评注 

1” 可 以 利用 矢 性 积 的 几何 意义 来 求 
三 角形 的 面积 .平行 四 边 形 的 面积 . 

2° 也 可 用 矢 性 积 的 几何 意义 求 任 一 
”多 面 形 的 面积 ,这 时 只 须 将 n 边 形 化 为 n 
一 2 个 三 角形 的 面积 来 计算 ,然后 求 和 即 
9]. : 图 Ll 

3” 在 证 明 若 干 个 图 形 等 积 时 ， 

(1) 选 两 个 不 共 线 的 矢量 ， 

(2) 将 各 图 形 化 为 若干 个 三 角形 ; 

(3) 用 选 定 的 两 不 共 线 矢量 表示 每 个 三 角形 边 上 的 矢量 ; 

(4) 将 各 图 形 的 面积 都 用 两 不 共 线 矢量 的 矢 性 积 矢 量 的 
模 来 表示 , 即 可 得 出 各 图 形 面积 之 间 的 关系 . 

例 5 ”证 明 三 角形 的 正弦 定理 . 

分 析 设 入 ABC 三 边 上 的 矢量 4B==2 ,BC =&,CA 
=3, 且 1a1=a,151=b,121=c, 要 证 明 s 人 4 = 二 一 二 
首先 证 明生 加 i ;好 
asinB = bsind 尔 即 ac sinB = bc sind 
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所 以 ,只 须 证 明 ,ac Sin 一 (a,c)=be sin 一 (pc) 
故 共 须 证 明 |ax2|=|oxc| 

证 明 因为 atbt+tc=0 
两 端 同时 xc, 得 axc+T5Xxr+ecxc= 


所 以 axcc=— bxr 
故 laxc|l= |bxdl 
a 6 
因此 sinA4 sin8 
z 0 _¢ 
/ sinB | sinC 
即 Qa b C 


sinA sinB sinC 
例 6 用 矢量 法 证 明 三 角 公 式 
| sin(c 一 8) = sinacosf — cosasing 
证 明 仅 对 a、B、a 一 B 均 在 | 0. 和 ] 上 取信 来 进 上 并行 证 明 ， 
对 于 其 他 情况 利用 诱导 公式 易 证 是 正确 的 . 
取 4a= {cosa,sina,0} ,5b 二 {cosp ,sinp， 0} 
a—Pp20, .a 
"coseosa, sina>sinpg 
sinacosp 之 sinBeosa 
一 方面 12X 引 一 ZElsinCe6) 
另 一 方面 |&XB8l=|fcosaysina.0yX {cosB ,sing,0}|- 
一 |sinacosp—cosasinp| 
: 一 sinacospB 一 cosasinB 
.sin(a— 8p) 一 sinacosB 一 cosasinB 
评注 ”从 以 上 两 例 可 以 看 出 : : 
1* 可 以 利用 两 矢量 的 矢 性 积 来 证 明 有 关 正 弦 函 数 的 等 
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式 ， 
2 在 证 明 三 角 人 恒等式 时 ， 
(1) 选 取 适 当 的 矢量 ;，. 
C2) 适当 选取 矢量 的 方向 角 的 取信 范围 ; 
(3) 利 用 矢量 积 定 义 、 坐 标 表示 写 出 两 种 表示 形式 ,然后 
由 它们 的 模 相等 得 出 一 个 三 角 恒 等 式 ; | - 
《4) 利 用 诱导 公式 ， 将 角度 的 取 值 范围 加 以 扩大 即 可 . 
例 / 用 矢量 法 证 明 三 角形 4BC 面积 的 海伦 公式 成 立 ， 


即 
Bpp pT Dp) i 
其 中 ， p 一 十 (a 十 5 十 c) 44 为 面积 
证 明 设 AB=7,BC=j,CA=B, 且 令 |2|1=a,j3|=b， 
Ic|=c, 则 有 


a 十 5 二 c=0 
> 2 
于 是 A= 6 x | 


1 2 
一 rLab — (ab)’] 
! 272 NV2 
= La a202: — (ab)’| 
一 二 (ol — ab)(ab + ab) 
= 让 (2ab 一 22 十 到 一 2 十 一 2) 


' (32ab + 2a65 +a a +b — 6) 
二 CCa 二 5b)? 一 (a 十 5):CCa +B):— (a 一 六 0) 


247 


_ Ca 十 及 ee — (a — 6)) 
二 让 C(a 十 万 ) ~ 一 Edte 一 (a 9) 1 : 


= etotoatb- dete De— ath 


= pp— Ap ODP- 
评注 : | 

1° 在 本 题 的 证 明 中 ,巧妙 地 应 用 了 
(1) 矢 量 的 平方 等 于 矢量 模 的 平方 ; 
(2) 两 秋 量 矢 性 积 , 数 性 积 , 它 们 的 模 的 乘积 之 关系 . 
2” 本题 证 明 还 可 以 采用 如 下 方法 


N= lx Bh = lllsin La,6) 


, 
人 


一 a 一 cos2 一 (a .5)] 


= ja 二 一 cc 十 2ab)(2ab ab — Cc’) 


三 二 CCa 十 2 一 cfc: 一 (Ce 一 护 ? 


1 


16 
= pp—a)(p—o (pomc) 
-习题 5.6 


1. 举例 说 明 消 去 律 \ 结 合 律 不 成 立 , 并 导出 (a Xb)Xc=aX(bX ce) 
成 并 的 条 件 . / 
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2. 证明 ‘ x ee EE 


3, 己 知 两 矢量 ,不 站 线 ， 和 有 太 + Fe ~=2e1 十 8es， 


CD 一 3(2, 一 2,) ,证 明 4.B8.D 共 线 

4 如 果 5 与 3 不 共 线 ,系数 为 何 信 时 ,向 量 i。 5+ 5 和 5 3 一 
共 线 ， 

5. 设 两 天 量 2 和 :不 共 线 ， 确定 a 之 值 ， 使 两 撩 量 志 =&kz1 十 2 和 g 
一 2 十 有 &e: 共 线 ， 
6. 设 0(0,0,0),4(1,0,0),B(0,1,0), 求 AO48 的 面积 及 4B 边 
上 的 高 . | / z 
;7, 如 果 a=5 十 c=0 证 明 :aX5 二 5Xec==cXa, 并 说 明 其 几何 意 

8. 已 知 #.5 两 和 失 量 不 共 线 ,求证 : (2 一 让 X (3 十 5)=2(2X5), 并 
说 明 其 几何 意义 . i 

9. 证 明 sin(a 二 PP) 二 sinacosB 十 cosasin | i / 

10. 设 必 一 1 十 2 , 必 一 Ai 十 wa 其 中 5 QI1、 这 和 这 和 是 非 和 
的 不 共 线 矢量 ， 求证 分 别 以 5 ,254 避 为 领 边 的 两 个 平 符 四 边 第 面积 
相等 的 充 划 条件 是 | are 一 iaral 一 1， 


i， aa 
11. 证 明 ;, (ax6)*Cax6)= | 


A 


i gl 
wi. 


$ 5.7 矢量 的 混合 积 


一 .基本 内 容 


(1) 给 定 空间 三 个 矢量 a.5、c ,如 果 先 作 前 面 两 个 矢量 的 
矢 性 积 a X5, 然 后 再 与 第 三 个 矢量 c 作 数 性 积 (a X55) ,最 
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后 得 到 一 个 数量 叫做 冯 . 8、c 的 混合 积 , 记 作 (2z22)， 
《2) 三 天 量 共 面 的 充 要 条 件 是 它们 的 混合 积 为 零 . 
(3) 三 拓 量 2. 5.c 不 共 面 ， 则 |Cabc) | 等 于 以 a、5、c 为 楼 
的 平行 六 面体 的 体积 ,并 且 当 a、6、c 构 成 右手 系 时 ,混合 积 之 
值 取 正 ,否则 取 估 ， 四 
(4) 设 2 {XY 2 } ， b= {Xs ys,2， ) ,2 = (XY 
Zi 则 | . i , 
加 Y, 2 
(abe)= IX  Y, 2 
交 7y， 2Z， 
(5) 轮 换 混 合 积 的 三 个 因子 ,并 不 改变 其 混合 积 之 值 ,对 
调任 何 两 个 因子 要 改变 乘积 的 符号 
(6)(C2XZ). ‘C=a: (BX) 


二 一 ` 常 用 方法 及 应 用 党 全 


| 已 知 空 间 四 点 的 坐标 4(0， 0， 0)， 0， 1， 0)， cio, 
1,1),D(1,1,1)， 求 四 面体 ABCD 的 体积 及 4 到 BCD 平面 
的 距离 ，。 

解 由 初等 几何 知识 ,四 面体 ABCD 的 体积 V 等 于 以 
AB、AC、AD 为 楼 的 平行 六 面体 的 体积 的 1/6. 


: 0 1 0 
1 7 211 _1 
V=#|(AB,AC,AD)|I=#,10 1 1|,=~ 
! 1 1 
男 外 设 A 到 BCD 所 确定 平面 的 距离 为 d; 则 


= | BC x BDI .d= 二 1] .dt 


d=1 


评注 
1° 求 四 面体 的 体积 时 ， 首先 求 出 以 同一 顶点 为 始点 的 二 
棱 上 的 矢量 ， 然后 求 这 三 矢量 的 混合 积 , 取 其 绝对 值 的 1/6 即 
为 四 面体 的 体积 . . 

2° 多 面体 的 体积 可 以 转化 为 若干 个 四 面体 的 体积 的 和 | 
即 问题 转化 为 求 四 面体 体积 . / 

3” 求 点 4 到 平面 7 的 距离 时 ， 

(1) 取 x 上 三 个 态 B， C， D; 

(2) 求 出 AB， AC,AD, 


(3) 求 出 以 4B、 AC. 4 为 模 的 平行 六 面体 的 体积 1C48， 
AC ,AD)|; 


(4) 求 出 以 了 U、 术 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 | BC 
x BD)|, 

(5) 求 出 点 到 平面 的 距离 4, 即 
a8, AC ,4D) | 

| BC X 五 站 
例 2 求证 三 矢量 Xa 一， AD 一 vc 一 42 共 面 . 
证 明 “Maub pd—ve, ve—Aa) 
~—CAa—ud) Xb—ye) “(yi—A8)=0 
三 矢量 共 面 . 

例 3 证 明 四 点 A(aavazran) G=1， 2 ,3， 全 共 面 的 充 要 

条 件 是 


d 一 
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an C1? Qi13 l 
A21 “Qs +. AQ»3 l | 
U31 Us? “Us3 l 
dal a2 443 | 
证 明 344.4 四 点 共 面 。 
OA AA 三 拓 量 共 面 
CA Az, A 4 A,, A A)=0 
d2] ~ U1l Ud22 Ql? 223 — Q13|. . 
1 431 a: dg Q12. Q33 一 413 | 二 0 
41 ~ U1l 人 42 一 dl cd43 U1l3 
1 d12 Ci3 ] 
z 2 d22 G23 ] 
和 二 0 | 
(3] Ud 32 G33 1 "| 
他 4] daz 人 43 1 


评注 

1” 证 明 三 矢量 共 面 的 问题 转化 为 证 明 这 三 矢量 的 混合 
积 等 于 零 . 

2" 证 明 A、8,C.D 共 面 时 ， 

01) 计算 48,AC,AD; 

C2) 证明 (AB， AC ,AD)=0. 

例 4 设 a、6、c 为 三 个 不 共 面 的 矢量 , 求 矢量 4 对 于 a、 
6b、c 的 分 解 式 . 

解 天 为 二 不 共 面 ,所 以 根据 矢量 的 分 解 原则 ,总 有 

| 人 =za 二 yp 二 zc 
为 了 确定 的 值 , 可 在 等 式 两 边 同 时 点 乘 矢 量 上 xc, 则 
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) = z(abe) 十 ?CDc) 十 z(cbe) 


(dee 
而 人 Zec)=(cpc) 一 0,(2pc) 关 0 
(CDrc ) i 
Ny 一 一 一 一 
(abc) 


~ (ae ) 82) 


3 fs 4 ag 4 BD 
(abc) (abrc) (abc) 


评注 
1° 在 利用 待定 系数 法 求 矢量 时 ， 
(1) 首先 将 所 求 的 矢量 用 参数 和 已 知 矢量 表示 出 来 ， 
(2) 求 参 数 时 ,为 求 得 其 中 一 个 参数 ,往往 点 乘 上 一 个 与 
要 消去 的 参数 相 乘 的 矢量 的 垂直 的 矢量 ， 从 而 达到 消去 参数 
的 目的 ,而 得 到 所 求 参数 之 值 ; 
(3) 将 所 有 的 参数 求 出 后 反 代 回 去 即 可 求 得 所 求 矢量 . 
2° 在 上 述 表 达 式 中 ,一 个 矢量 前 面 的 系数 是 一 个 比值 ， 
其 分 母 是 (2,5,c), 而 分 子 则 是 将 矢量 2 去 替换 此 矢量 在 混合 
积 中 的 位 时， 
a= Casa = 一 
ve) ddod 
将 分 量 代 入 上 面 的 4 对 a.5 .的 分 解 式 与 zy、z ;的 表达 式 ， 
容易 看 出 ,上 面 的 解法 正 是 解 线 性 方程 组 .， 
az 十 Diy 十 cz 一 di | 
[” 十 py 十 czz 王 di 
QZ 十 py 十 cx 一 di 


的 到 莱 姆 法 则 . 
例 ) ”利用 数 性 积 的 分 配 律 ， 证 明和 人 各 的 分 本 和 
证 四 设 > 是 任 一 矢量 
[BXEHFOT EXB EX 


“CaxB4OI—rGQaxXD—r. GX 

= FXD.BTO-F.GxXHD)-z. (a X <) 

=(r Xa rxXa)c— (xa).s 
FXAE=0 | 


“7 
rr 


“aXG+)—axXb— axc=0 
即 2X( 人 十 =xXd+axe 
评注 
1° 证 明 两 矢量 相等 ， 转化 为 这 两 矢量 之 差 是 零 矢 量 时 
2” 证 明 一 个 矢量 是 零 矢 量 ， 转化 为 此 矢量 与 任 一 -矢量 的 
数 性 积 为 零 ， 
3。 用 到 了 (2Xx2 ‘C=a*: Bx 从 而 将 矢 性 积 的 分 配 


各 题 针 化 为 数 作 职 的 分 恒 委 ， 
例 6 求 方程 组 

a XR+iXY= co (A) 

{sx 2 ix a (0 


有 解 的 充 要 条 件 , 并 求 所 有 解 . 式 中 况 , 了 是 未 知 矢 量 ,BE ， 
4 是 已 知 矢量 ' 且 < + 


a 
由 &.(4) 一 5.(B) 训 得 
(avc) 一 (OO0=0 (1) 
由 2.(4) 十 za. (8) 可 得 
(8.c) 十 (2.2) 一 0 (2) 
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则 6) 及 (2) 是 方 和 组 有 角 的 必要 条 件 下 本 证 明 它 的 部 分 和 
并 求解 ， 

“二 由 XA) 4 放 (BJ) 得 Or 
(十 户 ) 灾 十 aCCa LR Pt GC. 有 


— (a.7))= (a Xe) + Xd) 


才 加 | i 人 

a+ GR a) 
[Pe 十 已 ) 二 (8。 芝 ) 十 (a. Y) 2) 
则 有 并 = 一 Xt to tod 3 


再 由 ZXC4) 一 2X(B) 得 ，， 

一 (aXd) ~ © Xe) 
2 十 挛 

下 面 推出 和 a 将 式 (32 和 或 (4) 代 入 忆 知 方程 组 (2 


十 C» a: ™ -cb i (4) 


式 得 
-一 22) 十 2 一 ZC22) 十 dab) 十 3 一 d(ab) 


一 DZc) 十 忆 六 二- cla Xb) + ed Xa) 
a 十 2 


cc 十 = 一 Ca{(D .d)—(a. 2) —b{(ad) 


二 (Bc))=e : 
由 此 可 以 看 出 ,对 于 任意 的 cj 及 cs 均 成 立 . 类 似 地 ,对 于 
(B) 式 也 是 这 样 ,因此 (1) 和 (2) 也 是 方程 组 有 解 的 充分 条 件 ， 
和 且 解 由 式 (3) 和 式 (4) 给 出 ,其 中 c1ycs 是 任意 常数 .， / 
评注 ”从 此 题解 法 中 可 以 看 出 ,对 于 解 向 量 方程 组 和 人 和解 
代数 方程 组 是 一 样 的 ,都 是 通过 运算 将 未 知 量 用 已 知 量 表示 
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出 来 .所 不 同 风 是 , 解 代数 方程 组 只 须 将 一 个 臣子 乘 以 一 个 数 
量 ,然后 与 第 二 式 子 进行 运算 即 可 . 而 在 解 矢量 方程 时 ,有 时 
需要 式 子 乘 数量 ,有 时 则 需要 点 乘 、 又 乘 上 一 个 矢量 ,然后 进 
行 运 算 . 而 在 证 莫 过 物 中 又 种 禹 利用 混合 积 的 性 质 "完成 不 性 
积 到 数 性 积 的 转化 ， 

例 7 证 明 ; (XD XE BE 

证 明 设 三 矢量 在 标 架 (0; 了 .j.) 下 的 分 量 分 别 和 


a= {X,Y ,21) ,0 = (X,Y, Zo} ,c= (KX,,Y, ,2,) ;并 设 (a x 
6)yXc={ 久 ,Y,2}), 则 | z 
~ | YZ:| 12X) | er 
dd Xx b= 本 : 
YZ,| | ZX,| | 和 TY; 


= {YZs — Y,21,21X, 一 XZ, XY, YX 
ZX, — ZX ZY KY |  、 
二 (2 文 二 2, 党 ,)2， ORY, XY YY 
= (YY + ZX)X, — (YoYs + Z2Z3)X 
= (XiX, + YY 十 ZIZDX， 
— (KXs 十 YY; ZZ)R; ee 
= (ac)X, — (beYX, 
同 理 可 证 : 
7 一 (&c)7y; 一 Cpc)Y， 
Z=(cc)2: 一 (pc)2Z， 
所 以 {X,Y,Z2}= (ac) {Xa 7 2) 一 (2c){(X Yi ,2Z1) 
有 (aXBb)IXe=(ac)6— ea 
评注 1” 在 证 明 矢 量 等 式 时 ， 首先 设 出 矢量 的 分 量 ， 通过 
计算 两 端 相同 即 可 . 
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2 在 利用 分 量 来 证 明 时 ,关于 标 架 的 选择 ,并 不 是 任意 
的 . 一 般 说 来 ,在 证 明 只 有 线性 运算 的 等 式 时 ,可 采用 仿 射 从 
慰 也 可 采用 直角 借 糙 系 ,而 在 证 明 关于 锯 吕 乘积 的 等 式 时 ,一 
般 采 用 直角 坐标 系 . 


习 师 S$ 加 

1. 判断 下 列 各 矢量 是 否 共 面 ， 

(a={3,4;5},5= {1,2,2},c={9,14,16} 

(2)a={1,1,1) ,b={1,2,—3},c={0,—1,2) 

(3)a={0,1,—2},8={0,2,—4},c={0,—3,6) 

2. 判断 下 列 四 点 是 否 共 面 ,不 共 面 的 求 出 以 它 们 为 项 点 的 四 面体 
的 体积 及 4 到 对 面 的 距离 

(1)A(1,1,0) BO,1,1) C(~1,0,1) D(0， 0 一 D 

(2)A(1,0,1) B(4,4,6) C(2,2,3) D0,145Y7) 

(3)4(0,0,0) B(3,4,5) C(1,2,2) :DU9,14,16)" 

3, 试 建立 平面 的 方程 ，  - 

4, 试 把 下 列 各 组 矢量 中 4 表示 为 a、 2、 .的 线性 组 合 ， 

(2= (3,2，1) = {7,5,0} ,7={—2,3,4) ;= (12,4,3) 
(2)a={5,0, 一 2},b 二 (0, 和， 人 
一 2 

(3)a= {5,6, 3),2 $= (1,1,2) ,210,6,12) ,= (20， 18， 0 
5. 证 明 ,三 直角 棱锥 的 斜面 面积 的 平方 等 于 其 他 三 个 面 的 面积 的 
平方 和 . 

6. 证 明 ;| (ade) | 所 |al1z1ie 

7. 证 明 : 若 aX6+6Xc+cXa=0 , 则 23.3 b,c 闪 面 . 

8. 证 明 ;: (D(CUXOX CXD= (dc (50 

(2)(axb) XecxXd)= (acd 6— (Bed)a-: 

9. 证明; 对 任意 四 个 矢量 4a.5、c .4， 有 cd)at (cad)b tlabd)e 

+ (bac)d=0 
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.第 章平 面 . 

平面 是 空间 几何 中 最 简单 最 基本 的 图 形 . 它 在 空间 解析 
几何 中 的 地 位 相当 于 直线 在 平面 解析 几何 中 的 地 位 .平面 有 
各 种 形式 的 方程 ,根据 平面 方程 可 得 到 平面 与 平面 ;点 与 平面 
间 位 置 关系 的 代数 条 件 以 及 相应 的 度量 性 质 ,如 距离 、 角 上 
等 ， 、 上 


8$6.1 平面 的 参数 方程 和 一 般 方 程 


一 .基本 内 容 
1. 平面 的 方位 条 量 


对 于 平面 r， 各 果 矢量 /x, Dope, a Vi :六 不 平行， 
则 化、 廊 , 叫 作 平面 x 的 方位 矢量 国人 


所 谓 VI/ 就 是 看 把 全 的 起 点 放 在 区 上 ， 则 六 ,在 平面 
x 上 。 由 上 面 的 定义 可 知 ， 平面 的 方位 矢量 是 由 两 个 不 共 线 的 
矢量 构成 的 ,而 且 一 个 平面 的 方位 矢量 不 是 唯一 的 一 组 . 例 
如 ,sy Vy 也 是 x 的 一 组 方位 矢量 ,其 中 st 是 数量 ， 日 天 

2. 平面 方程 的 几何 形式 

空间 中 任 一 平面 < 都 可 以 用 它 上 面 的 一 个 点 Mi 和 它 的 
一 组 方位 矢量 V ,、V ,来 确定 , 即 平面 x 是 使 得 MMV,.Y， 


共 面 的 点 M 的 集合 . 
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如 图 6 一 1, 取 定 
标 架 {0; z,，e，， 
2), 设 DM 一 mm 一 
{ Zo, Yos Lo}, V, = 
(X,Y Z1), Vs = 
(Xa, Ys, Za 上 任 
意 一 点 M 径 生 OM= 


了 一 1 (zy ys2) }. 平面 图 gl 
方程 的 三 种 常见 形式 
的 推导 示意 图 ， 也 是 它们 之 间 的 关系 图 


平面 r ,使 得 MoM、 


二 矢量 共 面 的 充 要 条 件 
V, .V, 共 面 的 点 M 的 集合 / 站 


一 一 一 一 
MM 一 5 Vi 十 上 V, . 
(MoM ,VI 、V,) 一 人 


Io JY™— Yo 之 一 之 0 


妈 XL Ti 


一 一 2w 


一 一 一 2 一 一 
有 i 十 :3 Vi 二 +t VV, 


a 元 一 并 ) 十 天 18 十 么 计 
| 


| z 二 Xo 十 CIs 十 Lat 2 z 1 : 2 
其 中 sy 县 参数 | ,| 
不 妨 设 A 关 0, 引 入 消 ， 行 不 妨 设 4 天 0 
z 参数 = 二 yt 二 z, 则 参 . 列 : 展 取 点 Mo 一 (一 部 ,0,0》 
5 一 一身 二 号 一气， 数 式 开 方位 矢量 V1={B, 一 A,0} 


V,={C,0,—A) 
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7 2Z | | X,Y, 
A= | B= [一 
了。 《| 2 人 | X， Y, 
D=~ (Azt Byot Co). 
| ， 地 
加 Az+ By EC D0 -| 


日 A、B\C 不 全 为 零 。 | z 
评注 1 确定 平面 还 可 以 用 另 一 些 条 件 ， 但 很 多 都 可 归结 
为 一 定点 和 方位 矢量 这 种 条 件 . 
平面 的 三 点 却 方程 : 平面 x 由 不 共 线 的 三 点 Mi (zy 


:) (=1,2,3) 确 定 . 则 的 方位 矢量 就 可 以 取 M0 必 ,2 有， 
定点 可 取 MX (或 M,、Ms). 其 方程 是 
TT YY | . 
25 一 T1 YY si 二 0 
a Ya Yi | | 
利用 行列 式 的 性 质 又 可 改写 为 
E y 2z | 1 | 


沁 1 VY i 1 


XxX» YY 22 | 


工 : Vy; .Za 1 
这 就 是 平面 的 三 点 式 方程 。 

平面 的 截 距 式 方程 :平面 x 与 三 符 标 轴 交 点 为 Mi(a;0， 
0) , M,C0,， b,0), M0, 0,c)， 其 中 abc#0, 可 得 x 的 方程 为 .， 


mi 二 中 b,c 分 别 叫 平面 在 三 从 
标 轴 上 的 截 距 . 
评注 2 平面 的 各 种 形式 的 方程 一 般 都 可 以 用 方程 的 同 
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解 变形 互 化 ,根据 具体 问题 的 需要 采用 恰当 形式 的 方程 ， 
评注 3 上 述 五 种 形式 的 平面 方程 都 是 在 一 般 仿 射 坐 村 
系 下 建立 起 来 的 . 
3. 基本 定理 i 
定理 6. 1.1 空间 中 任 一 平面 的 方程 都 是 一 个 关于 变数 
Zz、 yz 的 一 次 方程 ; 反 过 来 ,任意 一 个 关于 变数 x、 2 的 一 次 
方程 都 表示 一 个 平面 
”三 元 一 次 方程 的 一 般 形式 为 Az+By+Cz+D= 0, 其 中 
A,B,C 不 全 为 零 , 它 就 是 平面 的 一 - 般 式 方程 该 定理 揭示 了 
空间 的 平面 与 三 元 一 次 方程 之 间 的 对 应 关系 .， 和 
定理 6. 1. 2 设 平面 "的 方程 是 4z+ 本 二 ee+D= 0， 


则 矢量 六 二 {X,Y,2) 平 行 于 :7 的 这 分 条 件 是 


证 明 设 x 的 方位 矢量 为 六 ,V,， 则 站 ae， ,Vi, V; 共 


面 怠 (了 ,VV )=0. 


而 了 , 、.V, 可 从 r 的 方程 中 求 得 . 
不 妨 设 4 去 0, 则 


= ”Gt 是 参数 ) 
| z 


则 可 取 太 一 {一 卸 ,1,0},V 二 {一 先 ,0,1} (显然 7; 不 平行 
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V2) ,从 而 


xX TY 7Z 
(VV ,VI A 上? =0 

A01) 

展开 即 得 - 4X 二 BYTCZ 二 0 


”该 定理 的 证 明 不 依赖 坐标 系 的 特殊 性 质 ， 因此 定理 的 结 
论 在 一 般 仿 射 坐标 系 下 成 立 . 另外 ,证 明 中 看 到 的 方程 的 一 
次 项 系数 确定 出 了 x 的 一 组 方位 矢量 ， 即 是 说 一 -次 项 的 系数 
决定 了 平面 的 方位 ， 本 

利用 定理 6. 1. 1、6. 1.2， 容易 得 到 下 面 的 一 些 结果 ， 这 是 
平面 对 坐标 系 具 有 某 种 特殊 位 置 的 和 情况， : 
hh 1.1 设 平面 x 为 Ax 十 By 十 Cz 十 D=0 
“11” 过 原点 , 当 且 仅 当 D=0;  .，…-… = 
2” xx 过 工 轴 (y 轴 或 z 轴 )， 当日 仅 当 4 二 p= 0(B=D 
二 0 或 C= 二 D==0) ;x/z 轴 (y 轴 或 > 轴 )， 当 且 仅 当 4= 0 咀 D 
和 天 0(B=0 且 D 关 0, 或 C=0 且 D0); 

”3” x/xy 坐标 面 (xz 面 或 yz 面 )， 当 是 仅 当 A= B=0 
D0C(4=C=0 且 厂 关 0, 或 已 =C 一 0 且 D 关 0);xy 面 ,xz 
面 ,yz 面 的 方程 分 别 是 := 一 0,y=0,z 一 0. 

证 明 是 很 容易 的 ,这 里 证 明 其 中 的 两 条 ,其 余 的 证 明 留 给 
x//z 轴 呈 x// er(e 二 {1,0,0)) 且 x 不 过 原点 号 A'1 十 B 
.0 十 C.0 一 0 日 D 关 0, 其 4=0 有 是 D 关 0. 


/zy 面 r// a /ee \0， 1， 0}). 旦 7 不 过 原 
点 名 4 一 0 且 B= 二 0 有 HL D 关 0. 
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二 常用 方法 及 应 用 举例 - 
。 ”人 例 | 求 通过 点 Mi(3, 1, 有,M 


3) 的 平面 的 参数 方程 和 一 般 方 程 ( 见 


图 6 一 2). 


6 解法 一 MiM, = 


1 ,一 


(一 1, 1 0).r 的 


方位 矢量 可 取 六 和 MMi 而 Mi 为 x 上 的 扣 ， 则 的 参数 万 


程 是 
i 
it | 

| zz 一 一 本 

由 于 的 点 位 式 方程 是 


展开 即 得 的 一 一 般 方程 
3z 十 3y 十 z 一 8=0 
解法 二 ”根据 定理 6. 1.1, 设 x 的 方程 为 


Azr+By 二 Cz 十 D=0 
因 x 过 Mi,M;, 则 有 
34 一 下 十 2C 十 万 =0 
\ 
\ 一 


| 
2A 十 2C 十 D=0 


yA B—3C=0 


(G5 江 是 参数 ) 


工 一 3 ?十 1 一 2 
2 


(1) 


(2) 


(3) 
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从 (1)、(2)、(3) 的 联 立 方程 组 可 解 得 4:5B:C:D( 不 能 解 得 四 


个 未 知 数 的 确定 的 值 , 但 只 要 它们 的 比 就 行 了 )， 
-1 1 213 一 7 


A:B:C:D=|—1 0 2.2 -1 2 
0 -1 -3| 2 0 3 
3 一 1 一 1 | -1 2? 
;12 0 : _0 27 二 3:3:1:( 一 8) 
12 1] 0 ol | 一 1 —3| 
让 的 一 般 方程 是 。 


3z 二 3y 十 z 一 8 二 0 
引进 参数 z* 一 “w,y 一 ” 即 得 x 的 参数 方程 


十 A z 
(pv 是 参数 ) 
z 一 4 一 3H 一 37 
( 它 与 解法 一 所 得 的 参数 方程 是 同 解 的 ) 
例 2 求 过 点 PCzo,y,zo) 并 且 与 平面 x: Azx 十 By 十 Cz 
十 DD 二 0 平行 的 平面 o 的 方程 . 
解法 一 由 的 方程 人 人 0( 不 妨 设 BZ 
0) 可 得 x 的 方位 矢量 为 46, 一 4,0),10, 一 C:B), 因 xc: 故 
x 的 方位 矢量 也 是 v 的 方位 矢量 ,于 是 c 的 方程 为 


Tn yy 一 Ya 之 一 之 0 


B A 0 一 0 
0 ce 8 
展开 得 4B(z 一 zi) 十 Bz(y 一 mm) 十 BC(z 一 zh) 一 0 
即 Az+By+Cz— (Axst BystCz)=0 


解法 二 设 Plr,y,z) 为 oo 上任 一 点 , 则 了 PE 平面 o 馈 
~ zjpr 定理 6. 1.? 
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zoj 一 0, 即 o 的 方程 是 
Az+By++Cz— (Azxo+ Byo+Cz0)=0 : z 
例 3 已 知 平面 过 点 4(4, 一 3,2) 且 在 各 坐标 轴 上 有 相同 
的 非 零 截 距 , 求 它 的 方程 .  “. 
解 : 依 题 意 ， 股 所 求 平面 在 各 坐标 轴 上 的 入 为 alaz 
0), 则 其 方程 为 | 
守 十 次 十 二 二 1 
又 因为 它 过 点 4(4, 一 3,2) 则 
一 十 一 十 生 =1 得 a 一 3 
于 是 求 得 平面 方程 为 
Zz 二 yz 一 3=0 
小 结 例 1 到 例 3 都 是 由 已 / 
知 条 件 求 平面 方程 ,常用 的 一 
种 方法 是 找 出 所 求 平面 上 的 一 
个 点 的 坐标 及 平面 的 方位 天 
量 , 然 后 写 出 平面 的 点 位 式 方 
” 程 或 参数 式 方程 ; 男 一 方法 是 
根据 定理 6. 1. 1, 设 出 所 求 平面 
的 一 般 方 程 或 其 变 式 ( 为 截 距 
式 ) ,再 根据 已 知 条 件 列 出 关于 / 
待定 系数 的 方程 ， 求 出 待定 系 图 6 一 3 
数 的 比 或 其 值 ,从 而 得 平面 方 : 
程 . 当然 也 可 直接 根据 平面 上 的 点 所 满足 的 轨迹 条 件 求 得 广 
程 ( 如 例 2 的 解法 二 )， 


例 4 设 平面 r;4z 十 By 十 Cz 十 D= 0 与 连接 两 点 M， (zx, 
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时 


V1 ,z1) 和 17: (zz; 9 V2 ,z2) 的 直线 相交 于 点 7 ， MM=AMM,, 
/ 4 +By +CzitD 
Azrs By,+Cz,+D 


证 明 设 MM 点 的 坐标 为 (x,y,z), 因 MMM 必 =1MM,, 故 
__ Xi 二 Az 
1 十 


A 二 一 


MEr, 因 此 有 
Xl 十 AZ， 
1 十 4 

BD ACAZz; 二 Bys 二 Cz D)=— (Azr+ By+Cz+t DD) 
M; 久 x( 否 则 Az;s 十 By; 十 Cz; 十 D=0, 由 上 一 等 式 Ar 证 
By 十 Cz 十 D 二 0, 即 Mi Exr, 这 样 直线 MiMiE x 与 题 设 牙 
盾 ), 故 Axi 十 By 十 Cz 十 D 关 0, 于 是 得 | 
Azxi 二 Byi+Cz 二 t+D 
AZz,+ By;t+Cz,++D 
例 5 已 知 04,08， 
OC 为 不 共 面 的 三 个 矢量 . 
设 O 是 以 O4 ,0B,OC 为 
棱 的 平行 六 面体 的 对 角 线 ， 
OE 与 平面 4BC 交 于 点 
M ,求证 |OE |==310M|. 均 6-14 


yi 二 Ay。 ,1 十 Az， 
下 +D=0 


A 


A 二 一 
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如 图 6 一 4, 记 OA 二 a ,OB==b ,0C = 一 , 则 平 


面 ABC 的 方位 天 量 四 
ry 
AC=c—a 
平面 ABC 的 天 量 去 参数 方程 是 


六 -全 人 ACE 一 人 是 参数 ， 


斋 / 破 ， 故 存 在 数 上 ,使 得 
OM= k OE = kCatbte) 


又 因 M 在 平面 ABC 上 ,那么 0 六 满足 平面 ABC C 的 矢量 式 参 


数 方程 , 即 存在 数 ji ,Am ,使 得 
platbte)=ath ba tne —a) 

即 (有 一 1 十 久 十 p44) a 十 (一 Wb +(— 15 一 0 

因 a,b ,< 线性 无 关 ， 虽 有 

k 一 1 十 机 十 扩 二 0 

到 一 出 一 0 

k— n=0 


由 此 解 得 《一 二 
=|OE| 


证 法 二 建立 标 架 {0;0O4 ,08,0C), 则 得 各 点 的 坐标 ; 
A(1,0,0),B(0,1,0), C00, 0,1),ECl,1,1). 则 平面 ABC 的 


方程 是 
十 y 十 2 一 1 二 0- : 
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又 因 OM/OE , 故 存 在 数 , 使 得 OM 二 k OE .于 是 M 的 坐标 
是 (kk,k,k) ,而 ME 平面 ABC, 则 
kk 十 kk 十 上 一 1 二 0 


所 以 OM=30E, 即 310M|= IOF | 

小 结 “ 例 5 是 用 解析 法 解 立体 几何 问题 的 一 个 典型 的 例 
子 . 从 证 法 二 中 还 看 到 ,根据 具体 问题 建立 恰当 的 坐标 系 会 给 
解 题 带 来 方便 . 

例 4、 例 5 都 是 用 了 这 样 一 个 基本 点 :如 果 已 知 平面 x 的 方 
程 ,那么 x 上 的 点 一 定 满足 方程 ,不 在 x* 上 的 点 一 定 不 满足 方 


习 题 6.1 


1, 求 下 列 各 平面 的 参数 方程 和 般 方程 : 


(1) 通 过 点 A(2,0.0), 且 平行 于 矢量 六 一 {3, 一 1,0) 与 oz 轴 ; 

(2) 通 过 点 A4(1,4, 一 3) 和 oy 轴 ; 

(3) 已 知 四 点 A(5,1,3),8(1,6,2),C(5,0,4),D(4,0,6). 求 通过 
直线 4B 且 平 行 于 CD 的 平面 ， 

(4) 通 过 点 Mo(2, 一 1,3) 且 平行 于 平面 2z 一 y 十 3z 一 1 一 0; 


(5) 在 oz 轴 oy 轴 上 的 截 距 分 别 是 3 一 2 且 平 行 于 矢量 了 一 12,1， 
—1}. z z z 

2, 求 坐标 面 zy 面 与 zz 面 所 成 二 面 角 的 平分 面 方程 ， 

3, 如 图 的 平行 六 面体 中 ， 已 知 A(4.0,0),C(0,5,0), D(0,0,3) , 求 
下 列 平面 的 方程 ， 

(1) 平 面 oDFB; 

(2) 平 面 ADGB; 
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第 3 题 图 


集合 , 它 使 1AP1 十 |BP|:==2]CP|*. 
6. 在 直角 坐标 系 下 ,已 知 平面 x: 
Azr 十 By 十 Cz 十 D 二 0, 求 x 关于 xy 平 
面 的 对 称 而 "的 方程 和 关于 坐标 原点 
的 对 称 面 x" 的 方程 . 
7. 已 知 一 个 四 面体 OABC 的 宇 个 
平面 与 直角 坐标 系 的 坐标 平面 重合 ， 


C 


《3 平面 BCGF; 
(4) 平 而 -4CD; 

(5) 平面 CDF. 
4. 在 直角 坐标 票 下 ， 已: 


知 四 面体 的 体积 等 于 5, 其 中 


一 2,0, 一 3),C(0,0, 一 2), 求 
第 四 个 顶点 ,只 的 轨迹 . 

5. 已 知 直角 三 角形 
ABC(AC=90°), 求 点 PP 的 


且 其 边 长 4B= 6,BC= V29,CA=5, i 


试 求 第 四 个 面 所 在 的 平面 方程 
8. 设 P.Q、R、S 分 别 为 空间 四 边 
形 4BCD 的 边 4B、BC.CD、DA 上 的 


AP .BQ 
CR.DS 
RD SA 


“9. 试 求 三 个 与 坐标 平面 重合 ,而 与 原 点 相对 的 顶 点 在 平面 3 十 ?一 


2z 一 18 一 0 上 的 立方 体 的 楼 长 . 


10， 在 直角 坐标 系 下 , 设 平面 三 十 羔 三 1 与 三 条 全 标 轴 的 交 上 
分 别 是 M1 , 47: » M3 ;计算 (1) 信 MM;M,; 的 面积 ; (2) 四 面体 OMM;M; 昌 


体积 . 
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11. 求 平面 4z 十 区 二 Cz 二 不 一 0 I 铂 正 半 轴 相交 的 条 件 ; 与 7 轴 
负 半 轴 相 交 的 条 件 … 
”12. 如 图 4BCD 是 四 面体 ,E、K .6 分 别 是 村 4C.B8D.CD 的 中 点 ， 
征明 平面 ABG 平分 线段 EF， 


i = Ta rp - 


6.2 站 面 坝 法 式 方 


一 ` 基 本 内 容 
平面 的 法 拓 量 / 
如 果 非 零 天 量 nn nn 垂直 于 平面 则 | 到 叫做 平面 x 的 一 个 
法 矢量 ,或 简称 平面 7 的 
: 法 和 失 , 如 图 6 一 5 所 示 . 
i 评注 1 上 就 是 
hn nn 重 直 于 任何 与 “ 平行 的 
关 量 ,等 价 地 就 是 'n 垂直 
r 的 一 组 方位 关 量 ， 或 等 
/ 价 地 就 是 与 过 平行 的 直 
” 线 和 正直 于 rx.， ， 
”评注 2 . 一 个 平面 的 
法 矢量 也 不 是 唯一 的 ， 它 的 方向 可 以 有 两 种 先 树 全 的 长 度 玩 
可 以 有 多 种 选择 . 即 如 果 nn 是 的 法 矢量 ; 则 Xn (A 是 非 零 
实数 ) 也 是 x 的 法 天 量 . 因为 零 矢量 垂直 于 任何 矢量 所 以 害 
义 中 限制 了 头 0. | 
2. 平面 的 点 法 式 方 程 _ 
如 图 6 一 6 设 在 空间 直角 坐标 系 {0; ,了 ,下 } 下 ,MiCzs， 
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yz0) 是 平面 + 上 一 定点 ,n 二 {4,B;C} 是 x 的 法 矢量 ,M 
《ziy ,9 是 上 任意 一 点 , 则 0/ 在 w 上 的 充 要 条 件 是 前 
了 :而 两 矢量 委 直 的 充 要 条 件 是 其 数 积 为 鹤 , 即 

nn -MM= 0. 
记 OM,— r rwOM=r r 那么 1 他 r 一 了 。) 上 式 即 


To ey 
把 这 个 数 积 写成 分 量 形式 就 是 加 
4(z 一 2o) 二 BO 一 向 十 CC 一) =0 | 

| : (6. 2—2) 
这 两 个 方程 都 叫做 平面 
的 点 法 式 方程 (6 2 一 
1) 是 矢量 式 的 , (6.2 一 。 站 
2) 是 坐标 式 的 

评注 1 由 $6.1 知 
诞 平面 x 可 由 它 上 面 的 
一 个 所 Mo 和 它 的 方位 外 
矢量 六 ,, 六 ,来 确定 .但 “1 
7, ,7, 可 以 确定 一 个 
非 零 拓 量 z=V X /i 
VoynLViHBanL Hi 
六 ,所 以 区 上 Lx, 即 于 是 的 法 矢量 . 反 过 来 知道 了 x 的 一 个 
法 矢量 4 二 {4,B,C} ,也 可 确定 的 一 组 方位 矢量 如 {一 B,4， 


-| 
各 
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0} 和 {一 C,0, 有 4} (不妨 设 4 天 0). 因 此 的 法 矢量 和 方位 矢量 
的 作用 是 等 价 的 ,这 样 x 上 一 定点 M, 及 的 法 矢量 nn 就 完 
全 确定 了 r. 

评注 2 方程 (6. 2 一 2) 用 了 直角 坐标 系 下 数 积 的 分 量 表 

达 公 式 , 即 对 应 分 量 乘 积 的 和 ,因此 平面 的 点 法 式 方程 要 在 由 
角 坐 标 系 下 才 具 有 (6. 2. 2) 的 形式 . 

评注 3 方程 (6. 2. 2) 展 开 就 是 平面 的 一 段 式 方程 

Azr 二 By 十 Cz 十 D 二 0 (6. 2 一 3) 

其 中 忆 = 一 (4z 十 By 二 Czo) 而 过 yz 的 系数 恰好 分 别 为 


的 三 个 分 量 4.8.C. 
即 在 直角 坐标 系 下 ,平面 x 的 一 般 方程 (6. 2. 一 3) 中 一 次 
项 的 系数 4,5,C 是 平面 x 的 一 个 法 矢量 的 分 量 .， 
一 次 项 系数 的 这 一 简明 的 几何 意义 ， 在 解答 有 关 线 面 重 
直 的 问题 中 经 党 被 用 到 . 对 于 非 直 角 坐 标 系 则 没有 这 种 几何 


意义 ,如 e ;不 垂直 于 XOYVY 面 的 仿 射 坐标 系 {0; e €13 ez | 
中 ,xoy 面 的 方程 是 xz=0, 但 40,0,1) 一 -“ ,不 垂直 于 zoy 面 . 


3. 平 三 的 法 式 万 程 
如 果 平 面 x 的 法 矢量 取 一 个 满足 下 列 两 条 件 的 特殊 法 矢 


量 n"( 称 为 x 的 单位 法 矢量 ); 

(1) n "为 单位 矢量 . 

(2) n "的 方向 ; 当 a 7 关 0 时 ,要 使 及 " 元 守 0; 当 7 
一 0 时 ( 即 过 原点 时 )， "的 方 向 可 任 取 . 

设 n°={cosa,cosB,cos7} (apB， 7 为 a n "的 方向 角 )， 并 记 


nr, = 户 , 则 得 x x 的 法 式 方程 
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种 变形 的 原因 是 :由 平面 


nCr 一 六) 二 0 或 天 mr rp=0 《6 2 
号 成 尚 标的 形式 就 是 . | 
cosa 十 ycosp 十 zcOS7 —p 一 1 四 62 一 5) 
(1) 化 一 般 方程 为 法 式 方程 ， / 
平面 x 的 法 式 方程 (6. 2 一 5) 仍 是 一 地 方程 的 形式 ， 它 上 
有 如 下 两 个 特征 : 
©— 次 项 系数 是 单位 法 矢量 的 分 量 好 它们 的 于 为 和 等 
于 1; 
”@ 肖 数 项 一 PEO. . 
因此 平面 在 直角 坐标 系 下 的 一 般 方程 Az 十 By 二 Cz 十 D 
一 0 都 可 以 化 为 法 方程 ,这 只 要 在 方程 两 边 同 乘 因子 


:到 证 符 号 导 ) 4; 

其 中 的 正 负 的 选取 要 使 iDP 委 0, 即 当 DD 关 0 时 ， 器 1 的 符号 

与 忆 异 号 ; 当 D0 时 ,4 的 符号 可 任 取 . 于 是 就 得 法 式 方程 ， 
AAz+ABy+aCz+2D= 0 

这 种 变形 称 为 一 般 方 程 的 

法 式 枇 ;而 因子 A( 取 定 符 ” 

号 后 ) 称 为 法 式 化 因子 . 这 


的 法 矢量 {4,B,C), 可 得， 

两 个 单位 法 矢量 土 
] 

V AFB iC: 

从 两 个 中 可 选取 一 个 作为 

法 方程 定义 中 的 n "(就 


{A,B,C}. 
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相当 于 选择 4 的 符号 使 AD 志 0). 
(2) 法 方程 (6. 2 一 6) 中 pp 的 几何 意义 ; 
如 图 6 一 ?7p 的 值 等 于 原点 到 平面 x 的 距离 这 是 因为 轧 


-1 r= oleosg= OMocosb, ,其 中 9 一 Ln, ;7 0), 


由 了 让 -的 选择 显然 0 过 9 过 x/2. 
田 方 面 , 由 原点 O 网 引 垂 线 交 于 ,网 0 ) 到 ， x ' 的 中 


离 就 是 1OP| ,而 全 "OP, 故 ZMIOP=0, 于 是 IOP| 一 OP= 
1OMoleos0 一 .特别 地 , 当 过 原点 时 OP 一 9 1217 


抵 


2 


由 此 还 看 到 训 "的 方向 当 二 不 过 原 点 时 就 是 由 原点 O 指 
向 正面 «的 方向 。 、- 
二 .常用 方法 举例 | 
本 节 的 例题 及 习题 非特 别 说 明 ， 内 标 系 均 为 直角 坐标 系 
例 1 平面 x 通 过 三 个 点 M1(3， 一 15)， Ma (4, 二] 了 和 
Ma (2,0,2), 求 平面 的 一 个 法 矢量 ， 并 写 出 xx :的 点 法 趟 广 
程 


解 奈 访 = (1， 0, 一 4 ,加 各, 一 {一 1 ah 


,Mi 放 ,Wr 目 14M 不 平行 于 M1MM;, 所 以 r 的 一 个 法 矢量 就 


- ， 本 , 下 
下 


7 
r 的 点 法 式 方程 是 ( 取 MM; 为 定点 ) 
| 4(z 一 2) 十 7(y 一 0) 十 (z 一 2) 一 0 
例 2 ”平面 zx 过 点 M,(2 ,一 3,1) 且 和 两 平面 xi :x 十 3y 一 z 
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十 3 二 0 ,Xo; ;2 十 y 一 2z 十 1 
一 0 部 垂直 , 求 的 方程 


解 | m={1 3,— ] } 和 

-> 一 12， 1 ,一 2)， 分 别 是 
”masme 的 法 矢量 .如 图 6 一 
8 ,因为 ma 上 丸 且 rz 则 | 
iV/ry 且 襄 /xy 又 因为 

加 不 平行 于 Nz, 故 h ,是 


x 的 一 组 方位 天 量 , 可 写 出 x 的 点 位 并 方程 于 是 可 得 的 法 
矢量 / / 


n1X {一 5,0,5) / z 
这 样 x 的 方程 就 是 站 
一 5(z 一 2) 十 5(z 一 1) 一 0 

即 Z 十 zx 一 3 一 0 
“评注 着/ 二 , 则 m /而 ,i、 开 不 构成 x 的 一 组 方位 
矢量 ,此 时 问题 的 解 不 确定 ， 有 无 穷 多 个 解 . 和 
1 例 $ ' 设 入 4BC 各 项 点 的 坐标 为 A01,2,3): B(3, 4， BB 
C( 一 1,0,1) 求 人 ABC 外 接 圆 心 M 

“， 人 解 如 图 6 一 9， 设 M 的 坐 桩 为 (zy,2》 M 点 在 线 机 AB 
的 垂直 平分 面 w 上 ,又 在 线段 .4C 的 季 直 平分 面 :mm 上 ,又 在 平 


面 ABC. 上 .zw 过 AB 的 中 点 (2,3,2)， 且 法 矢量 为 48 一 {2， 2， 

一 2 则 ri: 的 方程 是 

2(Z 一 2) 十 20y 一 3) 一 2(z 一 2) 一 0 

并 十 y 一 < 一 3 一 0 (1) 
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同 理 x 的 方程 是 
Z 十 y 十 z 一 3 一 0 (2) 
而 平面 ABC 的 方程 是 
zz 一 yY 十 1 一 0 (3) 
区 于 是 MM 满足 (1), (2)， (3) 联 立 
方程 组 ， 解 该 方程 组 得 
z r=1,y= 2,z 一 0 
即 M 的 坐标 为 (1,2,0). 


图 6 一 10 
例 4 如 图 6 一 10， 一 个 球 的 球 心 为 M(a,b,c), 半生 为 k,， 
则 球面 方程 是 (zx 一 a)? 十 (y 一 5)* 十 (zx 一 6) ?二 及 . 设 平 国 :x: XT 
十 y 十 2z 一 1 二 0 与 球面 xz 十 十 z =1 交 成 一 个 圆 , 求 这 个 贺 
的 圆心 ， 
“. 解 设 该 圆 的 圆心 为 Mucosao), 球 心 Q 的 坐标 由 于 


面 方程 可 得 (0;0,0). 因 直线 QM, 垂直 于 x, 即 GZ 一 人， %， 
zo} ,而 7 的 法 矢量 n= {1.,1 ,2) ,所 以 QM。/ n ,于 是 有 于 一 


yo _ Xo 


1 2 
”又 MMo 在 x 上, 则 zo 十 yo 十 2z0o 一 1 二 0 
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解 廉 立方 程 组 (三 三 个 齐 程 三 个 未 知 数 ) ,得 
有 | ,To=1/6, y=1/6 “01/3 
即 图 心 是 M,C 二 ,二 3). ， + 
- 例 5 来 点 av) 关于 平面 wh 十 助 +Ce 二 D 0 的 
对 称 点 4 


解 如 图 6 一 11, 设 A' 为 (zo, yo,20)， 则 4 Lx, 且 线 眉 
A 的 中 点 (并 和 在 上 .而 x 的 法 矢量 n= 


{A,B,C}, 故 44 /nn n ,于 是 有 : 


A 7 BB Te :+: 


+C. ep, 2 


4 nt 
由 (1)、 (2) 解 得 
. z 7o 一 4 十 41, y=bt Bt zc tC 

2(04x 十 有 十 Cc 十 已 ) 
其 中 BG 

小 结 “在 例 1、2、 3 中 看 到 求 出 平面 的 法 矢量 ， 写 出 平面 的 
方程 是 很 便当 的 , 例 2、3、4 中 利用 了 直角 坐标 系 下 平面 的 一 般 
方程 中 一 次 项 系数 的 几何 意义 ,而 且 这 还 是 这 三 个 例 是 的 多 
题 基 健 . 


例 6 平面 x 在 xz.y.z 轴 上 的 截 距 分 别 是 一 1、>、3, 求 
原点 到 平面 的 距离 ,并 求 自 原点 指向 平面 的 单位 法 估量 
的 方向 余弦 . 

”分 析 直接 根据 究 距 去 计算 原点 到 < 的 距离 和 由 原点 指 
向 的 单位 法 矢量 是 很 困难 的 ,自然 要 想到 r 的 法 式 方程 的 
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， 一 次 项 系数 和 第 数 项 的 泌 何 意义 正 
是 本 题 所 求 的 东西 ， 四 此 可 解 管 如 
下 : 

解 平面 的 方程 由 规 距 式 得 


一 z 十 全- 十 本 一 1 


四 己 
即 . 3z 一 2y 一 > 中 3 一 0 
其 法 式 方程 是 将 一 - 般 方 程 两 边 
乘 以 一 1/ V14 ,得 . i 
: :3 2 1 _0 
/ 图 6 一 11 Vi A Wve -7 
所 以 原点 到 平面 «的 距离 为 p= ri 9 原点 指 辣 7 的 


单位 法 关 量 是 1 -高 千 其 方向 余弦 训 分 别 是 


3 2 
Vi Vi 
例 / 已 知 两 平行 平面 zi:Azx 十 By 十 Gz 十 Di 二 0 zp:Ax 
t+By 十 Cz 十 Ds==0, 记 十 D3 尖 0, 求 它们 之 间 的 睡 离 
分 析 这 一 问题 可 妇 结 为 原点 到 zi,x, 的 距离 .41,4 的 问 
题 去 解 , 若 rm , 孔 在 原点 同 侧 , 则 x ,x 的 距离 d 二 1di 一 ds| ;车 
ri ,Tt 在 原点 的 两 侧 , 则 d=di 十 di; 车 吉 , 贡 有 一 个 过 原点 ， 则 
4 二 di! 或 ds, 于 是 可 解答 如 下 : 
解 把 元 的 方程 化 为 法 式 , 设 法 化 因子 为 4, 嗓 
AAzTABy 二 4ACz 十 ADi==0 4) 
则 .一 4D 之 0, 且 原点 到 x 的 距离 由 = 一 1D 
,考察 元 的 方程 (注意 ;不 一 定 是 法 方程 》 
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4 


.44K 十 ABy 十 ACz 二 ADi = 二 0 3 (2) 

GD 者 XD;<0; 则 (2) 是 的 法 方程， ET 点 到 的 中 
di 一 一 人 . | 

(i) 当 )D <0 时 ,mc 位 于 原点 同 便 ( 如 图 412)， 所 以 
Xi, 之 距 d= |di—d， | 二 | 一 4D; 一 (一 4D;,)1 ,ih d=|4|* 1D 
一 了 :| 


图 6 一 12 i 1 

(1) 当 4D;= 二 0 时 ， 过 原 点 , 则 4 一 一 AD, = Up -ol 二 
AD 一 4D:| 一 人 | * 1D,— D. | 

(2) 若 1D;>>0,r 的 法 式 方程 是 

AAz—ABy—ACz—AD,=0. 

这 时 mm 位 于 原点 两 侧 ( 单 位 法 向 量 方向 相反 ,如 图 6 一 
125) , 且 ds 二 4D;, 这 时 | 和 
aD 二 2Ds=| 一 4Di 十 4D;|=|4|1D1 一 D;l z 

综 上 可 得 ,mm, 闻 之 间 的 距离 d=|14|1'|1D.—D:|= 

ID,—D., | 
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评注 由 例 7 可 以 推 得 一 般 的 点 到 乎 面 的 距离 公式 :已 知 
点 Ptro;yos26) 和 平面 xn;Ax 十 By 守 Cz 十 D==0. 则 过 PP 上 且 与 x 
平行 的 平面 < 的 方程 是 Ax 十 By 十 Cz 十 (一 Azo 一 Byo 一 Czo) 
0x 与 x 的 距离 就 是 忆 与 :x 的 距离 ， 和 
“|D—{— Axo —~ Byo— Cz,) 

/ qd(P,D = A 
17 tC +D| 
芝 与 后 别 §6.4 中 给 出 的 公式 是 一 样 的 ， 轩 此 原点 到 平面 的 中 
大 相克 


题 6.2 


1 求 下 列 平面 的 方程 ， 
(1) 由 点 M(4, 一 2， 5) 向 平面 引 生 线 ， 各 中 是 D(3,—1, 2), 求 r 
的 方程 ， 
C2) 已 知 四 点 A451,3), 80116.2) .0650.4), 求 通过 直线 4B 有 
与 A4BC 所 在 平面 垂直 的 平面 
《3) 求 过 工 轴 且 与 平面 x 一 8y 十 3z 一 1 二 0 垂直 的 平面 方程 ， 
(4) 平 面 7 的 法 矢量 为 {1,2,3)., 它 与 三 个 坐 面 围 成 的 四 面体 的 体 
积 为 8, 求 x 的 方程 . 
2. 平面 x 过 点 (zo,ynoyzo) 且 与 平面 
Aiz 十 Biy 十 Cz 十 Di 一 0 和 4:z 十 By 十 Csz 十 Do 一 0 都 垂直 , 求 x 的 
方程 . z 
3. 已 知 球 面 方程 为 (x 一 1)? 十 (y 一 2): 十 (z 一 3)?==9, 求 它 上 面 的 点 
Mo(2,0,5) 处 的 切 平面 方程 . 
4. 设 球面 方程 为 (z+ 一 5 十 (y 十 5)? 一 (zx 一 5)? 二 49, 它 与 平面 3x 一 
6y 一 2z 十 14 二 0 相 切 , 求 切 点 的 坐标 ， 
5. 已 知 点 4(1,3, 一 4 和 与 B8(1.,1, 一 ]) 在 平面 x:3r 十 y 一 2z 二 0 的 同 
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侧 ,在 x 上 求 一 点 已 ,使 得 |P4| 十 12B8I 的 值 最 小 ， 

5 判 电 下 列 平 面 方程 中 明 此 是 法 式 方程 ,不 是 法 式 方程 的 化 为 法 
式 方程 ， 四 
Dl 32 ia 


6 3 2 rn， 
(2) 7 


(3)3z— 4z 二 15 二 0;- - , ， 
1 一 i 


(4 一 252 二 
(5)x—1= 0 ， 
《6)27 一 3 一 0 


7. 求 与 原点 距离 为 6 个 单位 ， 且 在 三 个 坐标 轴 oi0y ro 上 的 截 中 
之 比 为 a:5;c 一 一 1 ;3;2 的 平面 . 
8. 平面 x 的 方程 为 4x 十 By 十 DD 二 0, 求 z 轴 与 x 的 距离. 


9. 设 从 坐标 原点 到 平面 二 十 才 十 一 = 一 1 的 距离 为 :求证 ， 


1 i 1 1 : 
“二 十 训 十 训 汪 pe 


“10. 过 点 Mi (x1 syY121) 作 OM 的 委 直 平面 " 设 丰 与 三 坐标 划分 别 


交 于 4A,B,C ,求证 人 ABC 的 面积 等 于 让 d ,其 中 4 一 1OM 


11. 试 求 下 列 各 对 平行 平面 之 间距 离 ,并 指出 原点 是 否 在 两 平面 之 
间 : : 
1)2x— 3y+6z—14=0,4r— 6y 十 12z 十 21 二 0; 
(2)67z 一 18y 一 9z 一 28 一 0,4z 一 127y 一 6z 一 7 一 0; 
【3)43z 一 1637 十 12z 一 25 一 0， 15Zz 一 163y 十 12z 一 (4， 
12. 已 知 三 角形 三 顶点 为 4(0, 一 7,0),B(2, 一 1,1),C(2,2,2), 求 
平行 于 平面 4BC 上 且 与 它 相距 为 2 个 单位 的 平面 方程 
“13. 已 知 两 平行 平面 Ar 十 By 十 Cz 十 D; 二 0 和 Ax 十 By 十 Cz 十 DD 二 
0,Di 十 性 0, 求 与 它们 距离 相等 的 点 的 轨迹 . 
14. 设 平面 的 法 矢量 为 {A,B， 于 图 污点 (rowyooxo) 的 距 雇 为 d,， 
证 明 :该 平面 方程 是 
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AC(r— zr) + By— yo) FC mn) td V 4: 十 有 十 (2 一 0 
3 6.3 两 平面 的 相关 位 置 


一 .基本 内 容 
1. 两 平面 三 三 种 相关 位 置 的 代数 条 件 
定理 6. 3. 1 设 两 平面 ? | 
NAT 二 By+Cz++ DD: 一 0 (6. 3—1) 
AsTA 二 By 十 Cz 二 +D,=0 (6.3—2) 
(Dm.、 相交 的 充 要 条件 是 它们 方程 中 的 一 次 项 系数 
对 应 咏 成 比例 , 即 


AB,:C, FF A,:B,:C, -+ (6. 3 一 3) 
(2)rsm: 平 行 的 充 要 条 件 是 
A B CD 
中 = 好 一 已 关 宛 (6. 3 一 4》 


(3)m ,ms 重合 的 充 要 条 件 是 


A, 一 B, 一 C, = BD, (6. 3—5) 

分 析 ”在 中 学 几何 中 就 已 知道 ,两 平面 的 相关 位 置 有 且 
仅 有 三 种 情况 :相交 ( 交 于 一 条 直线 ) ,平行 ,重合 . 这 样 只 要 证 
明定 理 的 充分 性 成 立 ， 其 必要 性 易 由 反 证 法 证 明 . 而 证 充分 
性 ,要 证 xt 与 xs 相交 ,只 要 证 tw 与 有 部 分 公共 点 , 即 有 公共 
尽 但 的 所 有 点 不 都 是 4 公共 点 ， 要 证 Tl 与 平行 ,只 要 证 rl, 
rz: 无 公共 点 .要 证 mr 与 rz 重合 ,只 要 证 的 所 有 点 都 是 x 的 
点 . 

证 明 ”充分 性 
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C1) 已 知 (6. 3 一 3)， 该 条 件 即 是 j 多 B = 个 | 比 中 至 


少 有 两 个 不 等 ， 等 价 地 就 是 下 列 三 个 行列 式 ， 

A B| IB Cl 1Ic 4 

A, B,|” |B, a C, 交加 

中 至 少 有 一 个 不 等 于 零 . 不妨 设 第 一 个 行列 式 不 为 零 ,于 是 在 

m ,zz 的 方程 中 令 *= 0( 若 第 二 个 行列 式 不 为 零 则 令 X=0. 0. 若 

第 三 个 列 式 不 为 零 则 令 > 一 0) ,得 方程 组 和 
Aiz+ Biy+D, =0 (1) 

| { Asz+By+D=0 . (2) 

其 系数 行列 式 不 为 零 , 它 有 唯一 解 , 设 为 


大 二 7Zo yy 一 

则 点 (zu,0) 是 Ni1、 7 的 会 \ 共 点 . 但 方程 (1) 有 无 穷 多 个 解 ， 
它 可 取 另 一 组 解 zx 一 zi,y 一 四 是 忆 人 30 和 下 人 人 
yyoIcm 所 以 Xs xz 相交 

(2) 由 已 知 ， 存在 实数 ) 天 0， ,使 得 
Ai=14,, Bi=2B,,C;=2C,,D=4D, 

(4=0 则 41==B1=C==0， 0, 与 题 设 多 大 )， 于 是 < ri 组 成 的 方 
程 组 为 机 


和 Asr+ Bayt Caet 站 
Asr+ Biy+Csz+D,=0 
因 所 了 关 D:, 故 此 方程 组 无 解 ， 于 l TI、 下 无 公 基点， 从 而 W/m 


” 《3) 由 已 知 ， 存在 实数 4 关 0 使 得 - 
A—AA4,;B'—AB;,C,=4C,,D, =AD,. 
于 是 zt 的 方程 为 、 四 
A(AsX 二 By 十 Czz 十 Ds) 二 0 -  :- 
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BY Azz 二 ByttztD:=0 
ri 的 方程 与 xz 完全- - 样 ， 所 以 To、 各 重合， 

必要 性 的 证 明 用 反 证 法 并 利用 充分 性 的 结论 即 可 得 证 
留 给 读者 完成 . 

由 证 明 可 知 ， 该 定理 在 一 般 仿 射 代 标 系 下 成 立 但 在 直角 
坐标 系 下 ， 定理 6. 3. 1 有 一 个 很 好 的 几何 说 明 : 这 时 mi、 的 法 
矢量 分 别 是 | 

BAB 

(Dn 与 “ 相 诡 同和 不 平和 对 太 折 411C1 过 A 

C,; . : 


《ZJm/m ,或 重合 品 n ns b': C= A,: Bb.,: Cae 


图 6 -13 


2. 两 乎 面 的 交角 
”两 平面 zw 与 :的 交角 是 指 它们 交 成 的 两 个 二 面 角 中 的 
任 一 个 . 这 两 个 一 面 角 相 邻 是 互补, 易 知 其 中 一 个 就 等 于 两 平 
面 的 法 向 量 x ;、 :的 交角 (如 图 6 一 13) 即 设 mw 与 x 的 交角 
为 一 (ri rz)， 则 
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LAmm) 一 二) 或 xz 一 到 (他 . 


. | me 
> ~ 一 汪汪 nl 。727 
COSA(NRi NR)= 十 COS (NyN) 二 圭一 一 
: : ml 


若 在 直角 坐标 系 下 ,mrxz 的 方程 是 (6. 3 一 人) 和 (6. 3 一 2). 则 
-44 + BiB, + CC, 
VA 十 十 CNW4 十 Bz 十 C 
“(6. 3 一 6 ) 
(6. 3 一 6) (6. 3 一 6: 就是 计算 机 平面 交角 的 公式 由 此 公式 容 
易 得 到 
定理 6. 3.2 两 平面 mi(6. 3 一 1) ,x2(6. 3 一 2) 互 相 垂 直 的 
充 要 条 件 是 


(6. 3—6) 


cos Am yx) 一 士 


AiAs 十 BiB 二 CiC,=0 

证 明 MM 
+BiB;:+CiC 

评注 丙丁 的 交角 是 从 量 多 方面 来 反映 丙 平面 的 位 时 
关系 ,能 细致 反映 两 平面 相交 的 情况 ,而 两 平面 平行 或 量 合 由 
是 交角 为 0 或 x 的 特殊 情况 . 

二 .常用 方法 及 应 用 举例 

例 1 淹 电 下 列 各 对 平面 的 相关 位 置 ， 并 来 各 对 平面 的 交 
角 0， 

(1)Zz 十 4z 十 1] 二 0 与 3z 十 12z 一 2 一 0; 

(2)z 一 V2y 二 zx 一 1 二 0 与 x 十 V2y 一 z 十 3 二 0; 

(3)2z 一 5y 十 z=0 与 x 一 2z 一 3 二 0; : 

(4)3z 十 9y 一 6z 十 2 一 0 与 “一 z 一 3y 十 2z 一 全 一 0 
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解 根据 定理 6. 3. 1 及 两 平面 交角 的 余弦 公 于 
CD 因 3 一 1 13 天 一 > ,所 以 两 平面 平行 


6 二 0° 或 180° 
(2) 因 十 关 一 妆 写 ,所 以 两 平面 相交 ,而 
Vi 
/3. VF] z 1 
0= 土 -一 2 二 1 二 土 二 
| YI 十 2 十 1 V1 十 2 十 1 2 
0 一 60?" 或 120" 
(3) 因 工夫 二 ,所 以 两 平面 相交 ,而 
2 一 5。 站 一 
s0= tA 记 人 
CO 十 75 
0= 90° 


6 


- 0 二 0 或 180° 
例 2 求 过 z 轴 且 与 平面 2 十 y~ v 5z 一 ?一 0 成 60 角 的 
平面 < 的 方程 
解 r* 过 z 轴 , 故 可 设 r 的 方程 为 
AXx 二 By==0 
义 不 忆 平 图 27 十 y 一 V 52z—7 一 0 成 60" 角 , 则 : 
cos60" 一 + 


: B: V4 十 1 十 5 
两 边 平方 ,整理 得 


34 十 848 一 3 有 一 0 
解 得 。 分 一 二 或 兮 = 一 了 
”所 以 x 的 方程 是 
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十 3y 一 0 或 3x 一 y 二 0. 

例 3 正四 校 锥 
S 一 4BCD 的 侧面 对 其 | 
底面 的 便 和 角 为 6B, 玉 是 丁 - 
侧 棱 SB 的 中 点 ,如 图 
6 一 14. 求 平面 4CK 与 | 
平面 SAB 间 的 夹 角 9. ~ |- … 

解 ” 本 题 自然 会 想 : 
到 要 写 出 两 平面 的 方 
程 ， 再 由 方程 计算 夹 角 4 BY 
9, 为 此 先 建立 直角 坐标 ” ”“ 图 
系 :以 4 为 坐标 原点 , 上 
AB、AD 直线 为 x 四、y 轴 ， 由 此 再 定 z 条 (如 图 6 没 下 
方形 ABDC 的 边 长 为 2 , 则 各 点 的 坐标 为 

4(0， 0 ;B20,0, 0)， CC2ai2a,0) 


Sla,a,atgh) ,K(S atgh). 
是 可 写 出 下 列 平面 的 方程 | 
| 4KC:xtg8 一 ytgp 一 2z 一 0 
SAB; ytgp—z=0 
那么 
cos0 二 十 一 一 tg"p 二 2 +. 3cos Pp— 1 


Vv 2tg OO 十 4 Vtg55 二 1 V2(1 十 cos28) 
所 以 8 一 arccost 或 r 一 arccost 
3cos‘B—1| 
RP 1 V2(1 十 cos 有 
例 4 过 长 方 体 ABCD 一 A1B1C1D1 的 对 角 线 AC , 作 与 
底面 4BCDB 的 对 角 线 BD 平行 的 平面 x*, 如 果 |14B|==a， 
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14D1=2,144, | =, 计算 平行 六 面体 与 平面 x 的 截面 的 面 
积 S. 

解 ”由 平面 x 
的 位 置 情况 可 知 ,x 
志 长 方 体 的 截面 的 
周 界 均 在 四 个 侧面 
上 (如 图 6 一 15 所 
示 ). 这 样 截面 在 底 
面 4BCD 上 的 正 
投影 就 是 矩形 
ABCD. 设 平 面 x 
与 底面 ABCD 的 和 1 
交角 为 9, 则 有 关 | : 
系 :S1cos6| 二 Sasco, 由 此 只 要 求 得 cos9, 就 可 求 得 5. 为 此 

以 4 为 原点 ,以 直线 4B、4D、4AAi1 分 别 为 z 轴 ,y 轴 、z 
轴 建 立 直 和 角 坐 标 系 如 图 6 一 15, 则 各 点 的 坐标 如 下 ， 

4(0,0,0) ,Ba,0,0),D(O0,6,0), AC0,0,c),C, Casbe) 


依 题 意 , 平 面 过 4, 且 平 行 于 矢量 4AC,BD, 那 么 可 写 出 x 
的 方程 为 


pcz 十 acy 一 24pz 一 0 


而 平面 ABC 的 方程 是 * 一 0, 则 x 与 平面 ABC 的 交角 0 满足 


jeos0| = 3 10 十 0 一 2ap| 2ab 
Vb Fai tdab vbarc tdaDb 


— 


内 | 


Dann 1 1 per ea Ta 


”icos61 一 


例 5 过 四 面体 二 个 面 的 重心 ,所作 的 平面 , 必 与 第 四 面 平 
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行 , 试 证 之 . 
证 明 设 SABC 为 已 知 四 面体 ， 建立 仿 射 标 架 (5， 54， 


SB ,SC } (如 图 6 一 16) 则 四 面体 各 项 顶点 坐标 为 
S (0,0,0), A(1,0,0),B8B(0,1,0), C (0， 0， 1 那么 可 得 


ASAB, ASBC, ASC4 的 重心 坐标 分 别 是 : Gi 去 ， 本 0 ,G2 


(0,1,1),6.(1 0 3. 1), .因而 平面 GiG:C: 的 方程 是 
zy- 二 > 
3 | 
1 1 
3 0 3 一 入 
1 1 
0 3 3 
好 . z 十 y 十 zx 一 气 一 0 而 平面 ABC 为 
-xy 十 z 十 1 二 0 


根据 定理 6. 3. 1, 平 面 CG:G:V 平面 4BC ,. 帮 命题 得 证 . 

小 结 ”判断 两 平面 的 位 置 关 系 ,计算 两 平面 的 交角 ,只 要 
知道 平面 的 方程 就 可 完全 解决 . 但 必须 注意 ,计算 交角 所 用 的 
方程 必须 是 直角 坐标 系 下 的 ,如 例 1、2 的 坐标 系 应 是 直角 坐标 
系 , 例 3、4 也 只 能 建立 直角 坐标 系 . 而 判断 位 置 关系 所 用 的 方 
程 , 可 以 是 一 般 仿 射 坐标 系 下 的 ,如 例 5 只 是 判断 位 置 关系 且 
重心 坐标 的 计算 不 依赖 直角 坐标 系 , 就 可 建立 一 般 仿 射 坐标 
系 . 采用 何 种 坐标 系 要 根据 问题 的 实际 通盘 考虑 ,一 般 地 ,如 
题目 中 涉及 到 距离 .角度 等 概念 , 宜 用 直角 坐标 系 , 这 主要 是 
在 直角 坐标 系 下 计算 距离 、 角 度 最 简便 . 如 题目 中 只 涉及 点 线 
面 的 结合 关系 ,顺序 关系 (如 相关 位 置 , 定 比 分 割 等 ) 不 妨 选 用 
仿 射 坐标 系 , 从 上 面 诸 例 中 看 到 ,建立 恰当 的 坐标 系 ( 种 类 答 
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当 , 位 置 恰当 ) 给 问题 的 
解决 带 来 很 大 的 方便 . 
有 人 担心 这 样 建立 的 坐 
标 系 不 具 “ 一 般 性 ”, 这 
种 担心 是 不 必要 ,坐标 
系 是 解决 问题 的 工具 ， 
是 人 为 地 如 到 问题 上 去 
的 ,并 不 影响 几何 问题 
本 身 的 性 质 

下 面 可 看 到 在 一 般 
仿 射 坐标 系 下 ,处 理 一 
类 轨迹 问题 的 例子 . 

例 6 在 一 般 仿 射 


国 6 一 16 


坐标 系 下 由 定 扣 S 《ri,yiZ1) 问 已 知 平面 x;:Azx 二 By 十 Cz 十 D 
二 03 引 | 直线, 交 x 于 M,P 点 分 线段 SM 为 定 比 入 关 一 1,0)， 


即 SP 二 4PM, 求 点 的 轨迹 . 


解 ” 设 点 坐标 为 (zx,y.z),M 点 坐标 (zxo, yo,zo), 由 


SP=AiPM 有 
《一 并 3 人 Vi ,之 一 之 1 4 一 Atro 一 江 i ,A ,之 0 一 之 } 
于 是 得 / 
Xn 
Yo 二 
(1 十 人) 一 之 
> 一 一 一 一 -一 
ME xx， 故 


LB +C ~ 全 一 AD) 之 一 21 


整理 得 和 、 
AD— (Azit By' 十 Li) 
: 1 
即 为 P 点 轨迹 方程 ,P 点 轨迹 是 一 平行 于 x 的 平面 . 
评注 “ 例 6 是 轨迹 问题 ,因此 下 述 命题 成 立 , 如 果 由 点 $ 
问 已 知 两 平行 平面 r， 了 不 在 * 和 上 )， 交 * 于 M， 
交 w 于 PP， 则 有 向 线段 的 比值 350 一定. 
例 7 在 一 般 仿 射 坐标 系 中 ， 己 知 两 平行 平面 ri :4z 十 
By 十 Cz 十 DD 二 0 和 2: ;Az 十 By 十 Cz 十 Ds 一 0,D? 十 Di 关 0, 求 
”平行 于 它们 的 两 个 平面 并 将 它们 之 间 的 距离 三 等 分 . / 
分 析 “ 利 用例 6 的 结果 来 解 ,为 此 取 定 平面 为 xz( 或 mm)， 
定点 5 就 应 取 在 mi( 或 ze) 上 .由 5S 引 直 线 交 zw 于 MM, 则 所 求 
的 两 平面 分 别 就 是 内 分 SM 为 1:2 和 2:1 的 分 点 了 的 轨迹 ( 即 


SsP=APM, 1 一 于 ,4 二 2 时 ). 


解 ” 不 妨 设 4 天 0, 则 可 在 m 上 取得 点 SC 一 瘦 ,0,0)， 由 


人 十 万 一 0 


(1 十 AD)y 一 yi 
A . 


Az 十 By 十 Cz 十 0 


S 作 直 线 广 rz 于 M， 由 例 6 使 得 SP 一 APM 的 P 点 轨迹 方程 是 


: 一 [4， A 
Azi ByiCet 1 于】 
DIMD 
即 4z 十 到 y 一 Cz 十 TIA 一 0 
当 4 二 元 时 为 
Az+Byt+Cz+(2Di+D:) =0 (1) 
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当 A 二 2 时 为 
Ar 二 By 二 Cz 十 己 LD op)=0 (2) 


(1)、 (2) 即 为 所 求 的 平面 方程 
评注 ”凡是 求 到 两 个 已 知 平行 平面 的 距离 的 比 为 定 值 的 
A 
刁 是 6. 3 
1, 分 别 在 下 列 条 件 下 确定 /， mn 的 值 : 
(1) 使 (一 3)z 十 Cm 十 Dy 二 (n 一 2)z 十 8 二 0 和 人 十 3)z 二 (93 
十 (一 3)z 一 416 六 0 表示 同 一 平面 | . 
(2) 使 mz 十 3vy 一 2z 一 1 一 0 和 27 一 57y 一 上 一 0 表示 二 平行 平面 
(3) 使 sz 十 ?一 3z 一 2 一 0 与 2z 卡 4 一 3x 十 1 一 0 互相 垂直 
( 拉 使 了 二 和 一 2 一 9 一 0 与 27 一 3y 十 = 一 0 成 r/4 的 节 ， 
2. 求 下 列 平面 的 方程 ， : 
z (通辽 点 M1(0,0,1) 和 M23， 0,0)， 日 与 坐标 面 。 z02 y 面 成 60。 角 的 
平面 ; 
(2) 通 过 点 (2,0, 一 3) 且 同时 垂直 于 两 平面 + 一 2y 十 4 一 7 二 0 与 3 
十 5? 一 2* 十 1 一 0 的 平面 四 
3. 证 明 :平面 z= prtdayt+! 上 的 图 形 的 面积 与 它 在 zoy 面 上 的 
投影 的 面积 有 如 下 的 关系 : S(F)= WA 十 让 十 0 So z 
4. 过 立方 体 4BCD 一 ABCD, 的 对 角 线 中 点 作 垂直 于 该 对 角 线 的 
平面 x, 如 果 立 方 体 的 楼 长 等 于 e, 求 立方 体 与 平面 x 的 截面 之 面积 . 
5. 已 给 正四 棱 台 ABCD 一 41B,C1D, ,平面 x 过 其 上 下 底 的 对 角 线 ， 
“平面 zw 过 下 底 边 及 其 相对 的 上 底 边 , 设 楼 台 高 等 于 4,1481=<,|4,B 
==b, 求 平面 x 与 x 所 夹 之 锐角 9 / | 
6. 设 有 三 个 平行 平面 :Air 十 Biy 十 Cix 十 Di 一 0(1==1,2,3) ,一 直 
线 [与 wz、t 分 别 交 于 P.Q、R. 求 Q@ 分 有 向 线段 PR 的 比值 . 
“7. 设 三 平行 平面 ;Ax 十 By 十 Cz 十 D,=0G=1,2,3),L,M.N 分 
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别 属于 平面 rm .xz ,xs 的 任意 点 ,求人 AZMAN 的 重心 轨迹 . i 

8. 在 怎样 的 条 件 下 ,平面 At 十 By 十 Cz 十 D=0 与 工 轴 和 ， 轴 成 等 
角 ? 在 怎样 的 条 件 下 , 它 与 所 有 三 个 轴 (z 轴 、 y 轴 x 轴 ) 成 等 角 ? 

9. 在 仿 射 坐标 系 下 已 知 两 平行 平面 x: 4z 十 6y 十 22 一 7=0,W:2r 
十 3y 十 z 十 5 二 04 写 出 两 平行 平面 正中 间 的 平面 方程 . | 

10. 在 仿 射 坐标 系 下 ,已 知 两 平面 ri;2xz 一 y 一 = 十 3 一 0,r th4z 一 27 
一 2z 十 5 二 0, 写 出 平行 于 两 个 已 知 平面 ,但 不 位 于 它们 之 间 且 到 x; 的 距 
离 是 到 x 的 距离 是 两 倍 的 平面 方程 . 


6.4 平面 与 点 的 相关 位 轩 


一 .基本 内 容 
-| 在 直 朋 坐标 系 下 讨论 平面 与 点 的 相关 位 置 、 

空间 中 任 一 点 M6 与 一 已 知 平面 x 的 相关 位 置 有 租 愉 有 
两 种 情况 : 

(1)M。E; 其 充 要 条 件 是 Mo 的 坐标 满足 的 方程 ， 

(2)M, 筷 7, 其 充 要 条 件 是 M6 的 坐标 不 满足 7 的 方程 . 

这 两 种 位 置 关 系 可 以 用 点 到 平面 的 距离 这 个 量 来 描述 ， 
设 M, 到 r 的 距离 为 4, 则 

(METGd 一 0; - 

(2)M, nOdK0, 日 d 的 大 小 表示 了 Mo x 的 远近 

但 用 点 与 平面 间 的 离 差 的 概念 来 描述 总 与 平面 的 相关 位 
置 则 要 细致 一 些 , 它 可 以 区 分 出 不 在 平面 上 的 点 位 于 平面 的 
哪 一 侧 ， 而 离 差 的 绝对 值 正好 是 点 到 平面 的 距离 

1. 点 与 平 别 间 的 启 差 

定义 6.4.1 目 点 Mo 向 平面 x 弛 | 垂 线 , 王 足 为 忆 , 则 矢量 


QM, 在 平面 * 的 单位 法 矢量 六 上 的 射影 叫做 点 M, 与 平面 x 
293 


间 的 离 差 , 记 作 
3(M, ,7) 二 射影 六 QM 
(1) 离 差 的 计算 公式 
点 Mo (zo, Yo, 20) 与 平面 nn n? 了 一 5 一 OR zcoset ycosp 
十 zcos7 一 2 站 本 各 


CCM ,x) = 7 rs 本 万 
一 .Zocosa 十 yncosp 十 xzocosy 一 埠 


其 中 ro ro =OM, = {xo, yrszo) / 
即 先 把 x 的 方程 化 成 法 式 方 程 ,再 把 Ma 的 内 标 代入 法 
方程 有 有 边 - * 计 算 那 得 OGA 7) 的 


, | 图 6 一 17 
证 明 图 6 17， 根据 定义 
Cr) 一 射影 全 QM = n° ， QM, 
1 人 DOM -0Q) = rg 
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> re er . 
=n*ro。— ng 


一 > 人 


—n" ro pp 


其 中 因 @ 在 x 上 ; 故 n a 二 p, 当 n° 一 {cosa,cosB,cos7} 时 , 即 
SCMo ,Tr)=rocosat yocospizocosy rp 
(2) 离 差 的 几何 意义 
QD 离 差 符号 的 几何 意义 : 


由 0 (MM, = n° QM. = QM,cos0. 0=/ 7 
权 四 
>0S0<0< 蕊 电 M, 位 于 台所 指向 的 一 例 ; 
OCT =0GQM,=0M 在 x 上 ; 


<0SS 开 <0<rM, 位 于 一 r 所 指向 的 一 侧 ， 


2 z 
高 差 续 对 人 的 几何 总 :就 是 点 M6。 到 平面 的 距离 . 
“|6CMo ,rn) |=ad= irocosat yocosB+ zocos7—p|. 
当 x 的 一 地 方程 为 4 Az 十 By 十 Cz 十 D=0 时 , 则 
J 二 14z 士 By 十 Cz D!| 
V 4 十 形 十 C2 


这 于 在 6.2 例 7 的 评注 中 所 推 得 的 结果 是 一 样 的 . 


2. 平面 划分 空间 问题 
由 离 差 6 的 符号 的 几何 意义 ,两 点 在 平面 x 的 同 侧 ,其 4 
符号 相同 ,两 点 在 x 异 侧 ,其 $ 符号 不 同 ,这 样 平 面 x 就 把 空 
间 的 点 分 成 三 部 分 ;位 于 zw* 指 向 一 侧 的 点 ,其 e>>0; 位 于 另 一 
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侧 此 点 ,其 6<0;: 在 xx 上 的 点 9G=0,. 进一步 还 有 和 下面 的 结 采 ; 
定理 6. 4. ] 平面 的 元 
为 三 部 分 : 
点 MGzyy,ze) 在 关上 当 且 仅 当 Ar-+By 十 Cz 十 D 一 0; 


点 M(x;y,zx) 在 二 {4,B,C} 指 向 的 一 侧 , 当 且 仅 当 
AzriByt+Cz+t+D>0; ` 


点 M(zyyyz) 在 一 一 14,8,C) 指 向 的 一 侧 , 当 且 仅 当 
Azr+By+Cz+D<o. | 
证 明 M 对 平面 x 的 离 差 
0 二 ALAX 二 By 十 Cz 二 DD) 
其 中 4 是 x 的 法 化 因子 , 则 
] 


ArtbytC: “TD 0 


没 在 公 指 向 的 一 侧 , 若 D<0, 则 要 取 心 0 .此 时 全 与 n 
同 向 , 故 6 之 0, 于 是 二 6>>0. 车 D>0, 则 要 取 <0, 此 时 了 "与 
n 反 向 , 故 6<0, 仍 有 二 6>0. 因 此 Ax+By+Cz+D>0， 
反之 , 设 M 的 坐标 使 Az 十 By 十 Cz 十 D>0, 即 汪 6>0. 车 
) 盖 0;,09>0, 则 由 0 有 7 与 六 万 同 向 ， 由 8 汪 >0 有 MM 位 于 nn 712。 
指向 的 一 侧 , 故 M 位 于 ) 指向 的 一 侧 . 若 :二 0,5 二 0: 如 7 pr 
与 n 反 向 县 M 位 于 一 "指向 的 一 侧 , 于 是 M 位 于 爷 指 向 的 


一 侧 , 总 之 M 位 于 nn 指向 的 一 侧 . 类 似 地 可 证 明 小 于 0 的 结 
论 成 立 . 
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na Thn wm a :mh dr 二 en pn 


二 .第 用 方法 举例 - 人 

例 ] 已 知 平 面 r:4z 一 4y 一 2z 十 3 一 0， 
(1) 点 卫 与 平面 7 的 离 差 为 2, 求 点 了 的 轨迹 ; 
(2) 点 已 到 平面 x 的 转轴 为 2 环 虹 已 的 入 通 


解 的 法 趟 方程 是 - | 
| 3 0 
CC 和 

(1) CM, 7) = +3 


整理 得 4 一 47 一 2z 十 15 一 0， 
所 以 已 点 的 轨迹 是 平面 4z 一 4y 一 2z 十 15 二 0. 


(2) d= 
去 掉 绝 对 值 符号 为 | 
Pn. 3 -2 轿 二 


有 4z 一 4y 一 2z 一 9 一 0 或 4z 一 47y 一 2z 十 15 一 0. 
所 以 已 点 的 轨迹 是 两 个 平面 4z 一 43 一 2z 一 9 一 -0 和 4z 一 
47 一 2z 十 15 一 0， 
从 2 已 知 两 相交 平面 za :人 一 ?十 2z 一 5 一 0 和 a: : 27—y 
十 十 ?二 0. 
(1) 求 mr 所 构成 的 二 面 角 的 角 平 分 面 ; 
(2) 求 mm ,rs 所 构成 的 二 面 角 中 会 奈 Wotl 一 1,D 的 那个 
二 面 角 的 角 平 分 面 . 
解 (1) 设 p(x,y,z) 是 所 求 角 平 分 面 上 任 一 点 ， 则 P 到 
riyxz 的 距离 相等 , 即 
| 并 一 y 十 2z 一 5| 12z 一 y 十 z 十 71 
V6 | V6 / 
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去 掉 绝 对 值 符号 ,整理 得 四 
rz 十 12 二 0 与 3z 一 23 十 2 -0 

即 为 所 求 篆 平分 方程 : 1 

(2) 由 直接 计算 可 得 6CMosm) 守 0,6(M, ,ns) 过 0.. 

设 PCz,y,z) 为 所 求 角 平分 面 土 任 一 点 , 则 6(CP x)， 
9(P,r) 的 符号 分 别 与 SCMu,r) ,SCMors) 同 号 ,这 样 已 到 
ni ,Tt 的 距离 可 表 为 8(P， m) 和 一 CP, ne), 由 外 平分 加 的 性 
质 可 得 到 z 

BGP) OP) 
Z 一 y 十 2z 一 5 .27 一 “et 
整理 得 ”x 一 z 十 12 二 0， 和 为 所 来 的 名 平分 而 方 和 | 

评注 用 点 到 平面 的 距离 公式 解 题 ,一 般 可 得 到 两 个 解 , 
而 要 确定 其 中 的 一 个 ,需要 附加 条件 ,并 利用 某 些 点 的 离 差 的 
人 号 加 以 判定 ,这 些 点 有 些 是 在 题目 中 明显 给 出 的 ， 有 些 则 要 
从 题目 己 知 中 去 发 扬 . 

例 3 设 球面 半径 为 6, 它 与 平面 r:z 十 2y 一 2z 十 1 一 0 相 
切 于 点 Mo(3,0,2), 且 该 球面 和 点 P(0,1， 2) 位 于 的 辣 例 ， 
求 该 球面 的 方程 

分 析 只 要 来 出 球 心 Q 的 旺 标 未 大 三 导 . 而 时 记 吕 
足 ;:(1) OM。Lx, 则 OM 平行 于 x 的 法 矢量 {1,2, 一 2}, (2) 
040,r) 的 绝对 值 为 6, 符 号 应 与 SCP,r) 同 号 ,于 是 可 解答 如 

解 ” 设 球 心 为 QCzoyyvzo), 则 由 DOWM, 平 行 (1,2, 一 2 

i (1) 
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I 


又 ， 计算 得 SC， D=3>0, 那么 


6(0,7) = -+2 +1 6 (2) 


解 (1) (2) 联 立方 程 组 得 所 出 
程 为 (zx 一 1)? 十 (y 十 4): 十 (z 一 6)*=36. : 

例 4 已 知 一 四 面体 的 各 顶点 是 : AC—1,—2, 07;B(5,0, 
5),C(3,2;2),D( 一 1,0,2). 写 出 以 AB 为 核心 的 内 一 面 角 C 
一 4B 二 DD 的 角 平 分 面 方程 . / 

解 ” 由 平面 上 三 点 的 从 标 可 得 下 列 两 平面 方程 

”平面 4BC:2z 一 y 一 2z 王 0 

平面 ABD; z 十 2y 一 2z 十 5 一 0 

设 P(r,y,z) 为 了 所 求解 平 
分 面 上 和 任 一 点 (如 图 6 一 18) ,由 
题目 可 发 据 得 :D 与 PP 在 平面 
ABC 同 侧 ,C 与 P 在 平面 
ABD 同 侧 , 于 是 8 (D, ABC) 

与 6(P, ABC) 同 号 ,$(C， 

4DBDD) 与 SCP， ABD) 同 号 ， 而 

由 直接 计算 可 得 6(D,ABC) 

=—2<0,6(C,ABD)=—83 

<0, 那 么 书 到 两 平面 的 距离 

可 表示 为 一 6(P,ABD) 和 一 6(P,;ABO), 再 由 P 点 的 性 质 有 
: : SP ABD OF, ABC) . 


有 即 es 


图 ”6 一 18 


整理 得 3z 十 y 一 4z 十 5 一 0 


即 为 所 求 的 角 平 面 方程 。 
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. 例 已 知 一 球面 切 于 由 三 个 坐标 面 和 平面 r:zx 十 2y 一 
. 2z 十 8 一 0 所 构成 的 四 面体 ,如 图 6 一 19, 求 球 心 的 坐标 ， 

分 析 ”四 面体 的 内 切 球 是 唯一 存在 的 ,其 球 心 Q 在 四 面 
体内 部 且 到 四 个 面 的 距离 相等 ,如 用 距离 公式 求解 , 则 由 于 距 
离 公 式 带 有 绝对 值 符 号 ,将 要 解 八 个 方程 组 , 且 最 后 还 得 从 多 
组 解 中 确定 出 一 组 解 ,势必 相当 麻烦 . 可 以 象 上 面 例 3、4 那 样 
先 判 靳 球 心 Q 与 四 个 平面 的 离 差 的 符号 (如 QO 与 7 的 离 差 
同 号 )， 然后 用 离 差 带 上 一 定 的 符号 (十 或 一 ) 来 表示 距 高 ， 再 

列 方程 求解 ,将 要 简便 得 多 . 

解 ” 设 内 切 球 的 球 心 为 @(Croyyoyzc). 普 先 可 求 得 与 三 
”坐标 轴 的 交点 ( 即 四 面体 的 三 个 顶点 ) 的 坐标 ;A( 一 8,0,0),B 
(0, 一 4,0),CC0,0,4)( 如 图 6 一 19). : 


-人 图 6 一 19。 本 
计算 可 得 (0， 四 一 一 与 <0， 而 QQ 与 在 * 的 同人 所 


以 
jn Lett 


同 理 可 得 SCQ ,zy) =z,>0,6(Q. yz)=r0<0 O(Q, rz) = 
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yo<0. 这样 Q 到 四 个 平面 的 距离 可 依次 表 为 
| 3 (zo 十 29 一 20 二 8) zo, — zo —. 
Q 到 四 个 平面 距离 相等 ,可 得 方程 组 
一 0 一 Yo 
— Xo 二 之 0 
(rotT2y6—2z0 二 8) = 
解 得 ”zo= 一 1,yo 二 一 1,zo 二 1 
即 球 心 坐 标 是 (一 1， 
- 一 1,1). 四 
小 结 ”在 例 2C2) 
到 从 5 的 解答 中 ,都 要 
求 某 个 点 或 某 类 点 到 
某 些 平面 的 距离 的 表 
达 式 ,但 不 是 直接 用 
点 到 平面 的 距离 公 
式 ,而 是 用 这 些 点 与 EE 
相应 平面 的 离 差 带 上 : 
正 号 或 负 号 来 表示 距离 , 离 差 的 符号 则 可 以 由 题目 中 一 些 已 
知 点 与 一 平面 的 离 差 的 符号 来 判断 . 这 种 方法 可 使 解答 简单 
而 得 到 的 结果 又 确定 . 
例 6 已 知 两 相交 平面 tw:Xx 一 2y 十 3z 一 5 二 0. ry:27X 一 y 
一 z 十 3 二 0, 及 点 M1(3,2,1) ,Mi(2, 一 1,1), 如 图 6 一 20, 问 : 
(lx rz 所 交 成 的 二 面 角 中 , 含 Mi 的 二 面 角 是 钝 角 还 是 
锐角 . | 
(2)AM 、M: 是 在 同一 二 面 角 内 ,还 是 分 别 在 相 邻 的 二 面 角 
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内 ,或 是 在 对 顶 的 二 面 角 内 . 


,zs 的 法 矢量 分 别 是 m1 二 和 1, 一 2,3) ,ns 二 {2, 一 1， 
). 把 点 M1(3,2, 一 1) 代 入 ti、 rz 方程 的 左边 得 
四 一 3 一 4 一 3 一 5<<0 ”| 、- 
“qn 二 6 一 2 十 1 十 3 渤 0 
所 以 M 在 一 ,和 nn; 所 指向 的 二 面 角 内 ,而 


Cos Nin 一 一 一 一 一 : 
人 
所 以 了 (一 n,n 2) 是 钝 和 角 ， 那么 一 信 ,到 ,所 指向 的 二 - 面 角 是 
锐角 , 即 Mi 在 zw ,7 所 交 成 的 锐 二 面 角 内 . 
(2) 把 Me 的 坐标 代入 mi， r. 方 程 左边 得 
”p= 二 2 十 2 十 3 一 5 之 0 
: qs 二 2 十 1 十 1 十 3 之 0 : 
由 p10， ps 之 0 得 M1,M; 在 tt 的 两 侧 , 由 gq; 之 0， >0 得 M,, 
Mi 在 zt 的 辣 侧 , 因 此 Mi， M; 在 相 邻 的 两 二 面 角 内 ， 
例 7 试 求 由 两 个 平面 ;2x 一 3y 一 4z 一 3 二 0 和 we: ,47 一 
337 十 2z 十 5 一 一 0 所 构成 的 锐 二 面 角 的 角 平 分 面 方程 
解 myrz 的 单位 法 天 量 分 别 是 
人 2 一 3 一生. 


1 一 《一 一 


9 9 so 2 一 
V29 V29 V29 


因为 
/ | CD A 
机 1 In°1 | | n°, | v 29 
所 以 人 Gmsn ;) 是 钝 角 ， 那么 n°1 sn52， 所 指 指 问 一 侧 的 二 面 角 
是 锐角 . ， 
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设 P(zvyvz) 为 锐 二 面 角 的 角 平 分 面目 任 蕊 涉 ， 则 (4P， 
ra ) 5 3(2,r) 同 为 正 的 ,由 三 点 的 性 质 得 
CCP,r) 一 6CP,r) 
2 一 33 一 他 本 3 4 一 3 十 2z 十 5 … 


有 
整理 得 。” . .37 一 3y 一 z 十 l= 二 0 


旭 为 锐 二 面 角 的 平分 面 . 和 
小结 判定 点 在 平面 的 那 一 便 或 两 平面 的 交角 哪个 是 
锐角 ( 钝 角 ) ;可 不 用 算 离 差 ,只 要 用 平面 的 法 失 量 就 行 了 .如 
同时 要 用 到 离 差 ,最 好 用 平 曾 和 铺 单 位 法 矢量 来 讨论 , 象 例 7 那 
样 ， 这 是 因为 单位 法 矢量 所 指向 的 那 一 侧 的 点 ， 其 离 差 一 定 是 
正 的 . 
到 题 ,64 ，. 
习题 中 的 坐标 系 非特 别 说 明 均 是 直角 坐标 系 . 
1. 计算 下 列 点 和 平面 闻 的 离 差 及 距离 ， : 
(1)Af(l,2,1).r:z 十 2y 十 2z 一 10 一 0 
(2)M( 一 和 一 2,2),r:9z 十 203 一 12z 十 25 一 (0 
2. 求 下 列 各 点 的 坐标 : 
(DD) 在 > 投 上 ， 且 到 平面 + 二 2y 一 2z— 2= -0 的 距离 等 于 4 个 车 位 的 
点 . 
(2) 在 zx 轴 上 , 且 到 点 ML, 一 2， 0) 与 到 平面 3 一 y+ ee 00 
等 的 点 . 
(3) 在 办 上 , 且 与 平面 12r 16? 十 15* 十 1 0 和 2z 十 2y 一 xz 一 7 一 0 
的 离 差 相 等 的 点 . 
3. 已 知 四 面体 的 四 个 顶点 为 $(0,6,4),A(3,5,3),B( 一 2,11, 一 
5),C(1, 一 1,4), 求 从 顶点 S 向 底面 4BC 所 引 高 的 长 ， 
4. 中 心 在 C(3, 一 5, 一 2) 且 与 平面 2z 一 y 一 3 十 11 一 0 相 切 的 球面 
方程 . 
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5, 求 冯 为 与 六 32+6y 2s+14 一 0 相 切 于 点 (2,1,7) 处 的 
球面 方程 ~ 
6. 一 正方 体 二 则 平面 的 方程 是 < 一 2y 一 2z 十 4 一 _0 和 25 2y 2 一 
13 一 0, 其 中 心 是 点 Ms(1,1, 一 2), 求 该 正方 体 其 余 各 侧 平 面 方程 . 
7. 一 正方 体 ABCD 一 A1B1CiDi, 已 知 平面 4BC:2z 一 y 十 2z 十 15= 
0 ,平面 45B:z 一 2y 一 2z 十 6 一 0， 以 及 侧面 4 CD 的 中 心 ht， 
一 1,0) ,求证 正方 体 其 余 各 便 面 的 方程 i 
8. 给 定 平 面 x:;Az 十 By 十 Cz 十 DD 二 0 及 点 Mo Cro syosz0) DE& ;平面 ne 
Vr 且 到 < 的 距离 为 和 他 与 Mo 位 于 x 的 同 侧 ? 求 x 的 方程 .， 
“9 来 与 下 列 各 对 平面 距离 相等 的 点 的 轨迹 ， 
(D2z sytz—7=0rtyt2 le0 
(2)9r— y+32—14=0,9x—y 十 2 十 6 二 0， 
10. 给 出 一 四 面体 各 顶点 的 坐标 :4(1.1.0),B(00,2,0),C(00,0， 0)， 
D(1,5,7), 写 出 内 二 面 角 B 一 AD 一 的 第 平分 面 的 方程 . 
11. 设 一 球面 的 半径 为 5, 三 平面 方程 为 
1 :3 一 4 十 10 一 0， 
T2 :一 27y 一 2z 十 3 一 0， 
Ts:ZX 十 27y 十 2 一 5 一 0， 
此 球 内 切 于 由 三 个 平面 构成 的 且 含 点 M1 一 1, 一 D 的 三 : 面 角 ， 求 该 
球面 的 方程 ， / 
12. 已 知 四 面体 各 项 点 坐标 为 A(O0.0,2),B(3,0,5),C(1,1,0),D 
(4,1,2). 证明 点 M,(2,1/2,9/4) 在 四 面体 内 部 、 、 
13. 试 求 点 A(1,3, 一 2) 关 于 平面 2 一 y 十 2z 十 8 二 0 的 对 称 点 (用 亢 
14. 给 定 平 男 wi;Airt 十 Biy 十 Ciz 十 D1=0， ro A Biy+Cg+D, 
二 0 及 点 Mizoyyo,zo) ,证明 点 Ms, 位 于 不 和 下 所 夹 吏 角 的 内 部 当 且 仅 当 
下 列 不 等 式 成 立 . 机 
(CAAs+ BB;+CC) Arot Biyot Cizot D)CAsrot Boyo Cizo 
+D,)<<0. 
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15. 一 球面 位 于 二 平面 2z 一 4y 一 3z 十 21 一 0 和 5z 一 2z 一 0 所 夹 之 锁 
角 内 ,上 且 和 这 二 平面 相 切 ,假定 它 的 中 心 在 > 轴 上 上 , 求 该 球面 的 中 心 . 

16. 试 求 由 两 个 平面 3z 守 Wy 一 x 十 5 二 -0 和 4 和 :3y 十 z 十 5= 0 所 构成 
的 钝 二 面 角 的 角 平 分 面 的 方程 ， 

17. 试 就 下 列 各 种 情形 ,判定 点 M(2, 一 1,3) 与 坐标 原点 是 在 两 个 
相交 平面 所 构成 的 同一 一 面 角 航 ， 还 是 在 相 邻 的 一 面 角 站， 还 是 在 对 项 
的 二 面 角 内 . 

(1)2r+ 3y— 5z—15=0,， 5 y—3e—7=0; 

(2)z 十 5y 一 z 十 1 二 0,2z 十 1?y 十 z 十 2 二 0 7 ~ 

18. 给 出 两 平面 方程 nw:x 一 2y 一 3z 十 5 二 0,mw:27 一 4y 一 6z 十 7 二 0， 
平面 rs 把 整个 空间 不 属于 两 平面 的 点 分 成 三 区 二 国人 各 用 不 
等 式 确 定 每 个 区 域 . 

19. 证 明 ， 中 人 145+ tCrt D1< 的 和布 在下 
平行 平面 

4z 十 By 十 Cz 十 (D 十 妖 ) 二 0 与 Az+By+Cz+(D 一 一 0) 一 0 之 司 . 

20. 在 仿 射 坐标 系 中 ， 设 Mi(Czxis sai)， Ms(rzy%yzz) 都 不 在 平面 
r:4z 十 By 十 Czx 十 万 一 0 上 ， 下 M 关 M6, 证 明 ， MM 与 Me: 在 平面 同 侧 的 
充分 必要 条 件 是 : 

局 一 4ri 十 By 十 Czxi 十 已 与 天 一 Azst By:+Cet+ Df 本 全 
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3$7.1 


一 ` 基 本 内 容 
= .万 向 向 重 


室 间 间 线 的 方程 “ 


和 一直 线 平行 的 


非 零 问 量 , 称 作 这 下 


线 的 方向 向 量 , 方 向， 


问 量 的 方向 角 a、B8、7 
和 方向 余 纺 cosw、 
cosp、 cosy 分 别称 作 
直线 的 方向 角 和 方向 
余弦 ,所 有 与 直线 方 
向 余 芝 成 比例 的 三 个 
数 z yz 都 称 为 直 
线 的 方 问 数 . 空间 直 
线 的 方 同 可 由 它 的 方 


图 7 一 1 


问 问 量 、 方 向 角 、 方 向 余弦 、 方 问 数 来 确定 . 由 于 讨论 的 空间 和 直 
线 不 是 有 问 直 线 , 因 而 其 方向 角 .方向 余弦 不 唯一 ,实际 上 ,者 
a、B、Y 是 直线 7 的 方 回 角 ,由 x 一 a、.w 一 Bn 一 7, 也 是 直线 1 的 
方向 和 角 , 而 cosa、cosB、cos7 和 和 一 cosa、 一 cosP、 一 cos7 也 都 是 
直线 /的 方向 余弦 ,直线 的 方向 向 量 和 方向 数 有 无 穷 多 个 和 


无 穷 多 组 . 
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2. 参数 万 程 


已 知 空间 直线 ! 上 一 点 如 和 它 的 方向 向 量 v ,下 面 建立 
直线 ! 的 方程 . 在 空 间 标 架 {O;el,e。 9 C3 ) ， 并 设 P, 的 径 向 量 为 


OP,=m ,直线 ! 上 任 一 点 己 的 径 向 量 OP 一 > (图 7 一 1), 显 
然 P 在 直线 1! 上 的 充 要 条 件 是 PoP 与 v 共 线 ,也 就 是 PoP 


< 一 TU/ 
所 以 了 一 了 ,了 (1) 


(1) 叫 做 直线 ! 的 向 量 式 参数 方程 ,其 中 上 是 参数 . 
: 震 设 Mo (royyoyzo7， MKCzyyz) 则 普 一 Goes 7 -一 


(zy,z} 又 设 V v0 二 {x,y,2} ,于 是 由 (1) 式 可 得 : 
T= Xo Xt 
| 一 yo 十 并 - (2) 
z= zzt : 
式 (2) 称 为 直线 7 的 坐标 式 参数 方程 ,其 中 ! 为 参数 ,z， 
y，;z 是 直线 的 方向 数 . 


方程 (1) 和 (2) 对 一般 仿 射 坐标 系 都 成 并 ， 在 直角 坐标 系 
中 ,直线 的 方向 向 量 常常 取 单 位 向 量 


一 
mm 一 {cosascosB,cosy)} 


这 时 直线 的 参数 方程 为 
了 了 一方 +too (3) 
X=ZXoticosa 
或 区 十 tcospB z (4) 
> 一 z 十 tcos7 


这 时 (3) 式 中 的 参数 上 具有 鲜明 的 几何 定义 ,其 绝对 值 恰好 是 
直线 4 上 的 两 点 P 与 忆 间 的 中 离 ,这 是 因为 


l=|7 -7 |=1PP,| 
而 + 本身 表示 有 向 线段 FiP 的 值 ,当下 与 避 , 同 向 时 


>0j; 当 记 P 与 名 如 , 异 向 时 ,过 0. 

3. 对 称 方 程 

由 (2) 消 去 参数 1, 可 得 

Vy™ Vo Pa 

zx yy 2 

(5) 式 称 为 直线 1 的 对 称 式 方程 或 标准 方程 ， 

在 (5) 式 中 , (zo,yo,z0) 为 直线 1 上 定点 Po 的 坐标 ,xz、y、z 

是 直线 /的 方向 数 ,若菜 一 分 母 为 零 , 比 如 z= 二 0, 认 为 其 分 子 
世 为 零 ,z 一 zo 二 0. : 

4. 两 点 趟 方程 

已 知 直线 l 上 两 上 定 扣 P, (xi; yy zl1) ,P(xz, yz,22) 则 


P;P,= 《zz 一 2 2 一 Viy&z 1 是 直线 / 的 一 个 方 加 问 量 ， 由 
(5) 式 可 得 / . | z 


(5) 


XX yh 入 之 ] 


一 > 一 人 一 一 人 6) 


Ta A Ye yi | 
(6) 式 称 为 直线 /的 两 点 式 方程 
5. 一 般 万 程 
设 有 两 个 平面 x 和 zs 的 方程 为 
ri:Air 二 +Biy+Di=0 
Wa; Asrt Byt DD;=0 
如 果 A:Bi:C1 闫 4s:B,:C2, 那 么 而 与 相交 ,它们 的 交 
成 设 为 直线 1, 其 方程 可 表示 为 
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上 一 0 

4z 十 瑟 ;y 十 CZ 十 卫 ， =0 
(7) 式 称 为 直线 1 的 一 般 方程 . 加 

| 而 的 法 向 量 nn 1 一 {A1, Cn] ,本 的 法 向 量 二 一 141, Bs, 


C2} sn ni X ns 是 直线 l 的 一 个 方 问 由 量 ， 
6. 射影 式 方程 
在 直线 / 的 一 般 方程 (7) 臣 中 ， 者 两 个 平面 mm 和 rz 分 别 重 
直 于 两 个 坐标 平面 ,如 
iT 十 DYy 十 1 一 人 
{are tp . 
类 似 于 (8) 式 的 方程 称 为 直线 1 射影 式 方程 . 
二 、 常 用 方法 及 应 用 举例 
1. 求 空间 直线 的 方程 


例 1 已 知 直线 /过 点 Po(3， 1 一 上 D 且 平行 于 向 量 
三 {4,7, 一 8}, 求 直线 1 的 参数 方程 :> 

解 和 1 ,二 十 )， 其 方向 向 量 为 忆 
一 {4,7, 一 8} ,由 方程 (2) 得 直线 ! 的 参数 方程 


(7) 


(8) 


XT 二 3 十 4t : | 
(it Ct 为 参数 ) | : 
z z= 一 8 1 

例 2 已 知人 入 P,PP; 的 三 个 顶点 的 学 标 分 别 为 P13， 
一 4, 一 5),P,( 一 1,12,3),P;( 一 5,4, 一 10), 求 这 个 三 角形 三 
条 中 线 的 方程 
解 设 入 Pi PzP; 的 重心 为 Mr ya, 风 有 
xz 一 二 (3 一 1 一 5) 一 一 | 
y= 二 ( 一 4 十 12+4)=4 
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= 一 末 ( 一 5 二 3 一 10) 一 一 4 
即 MK 一 1,4, 一 4). 
由 两 点 式 方程 (6) 得 APiP:P; 的 三 条 中 线 PiM. Pa、 
PM 的 方程 分 别 为 


Z 一 3 -3 4_ zx 十 5 
一 1 一 3 4 十 4 一 4 十 5 
rt] 2 一 42 273 


Te 


一 1 _ ST i 之 十 5 
外 | 一 8 -1. 


ie Fs. 


Z 十 7 _y 一 4_zx 十 10 
4 0 6 


评注 “本 例 可 先 分 别 求 PiPy, PP;, PP 的 中 点 Mi、 
Mi Ms; 再 用 两 上 总 式 分 别 求 PM;,P,M;,PM1 的 方程 
在 直线 对 称 方程 中 ,出 现 分 母 为 零 ,如 ,一 , 不 应 
理解 为 作 除 数 , 而 应 当 看 作 x 十 1 二 0,y 一 4 二 0. 
2. 化 直线 的 一 般 方程 为 其 他 形式 方程 
” 设 直 线 7 的 方程 为 
{Az+Biy 十 Cz 十 Di 二 0 
{gD 
其 中 4:BIC 天 4 BBC: 
由 于 (1) 中 三 个 子 数 行列 式 
RE 0, 


0) 


4 
目光 As| 


已 


$10 


不 全 为 零 , 不 妨 设 


A, .Bb, 


又 由 于 {A; ,B,C1}) X ( 4,,B,,C,) 为 直线 / 的 方向 问 量 . 故 只 


要 在 ! 上任 取 一 点 P(xzo;yoyzo). 也 就 是 求 方程 组 (1) 的 一 个 
特 解 C(zuyyyzo) ,就 可 化 (1) 为 标准 方程 和 参数 方程: 
例 3 化 直线 ! 的 一 般 方程 
人 
2 十 yy 十 zx 一 1 一 0 
为 射影 方程 ,参数 方程 ,对称 方 程 . 
解法 一 ”因为 zyy 的 系数 行列 式 | | 天 0, 因 而 可 
由 原 方程 组 分 别 消去 = 和 y, 得 直线 7 的 射影 方程 为 
| 一 之 十 ?7 二 0 
37 十 2z 一 5 一 0 
在 (2) 中 令 x=i, 可 得 直线 1 的 参数 方程 为 


(1) 


(2) 


31i. 


(3) 


由 (3) 知 Pe( 池 ， 一 ,0) 为 直线 1 上 的 一 占 , {一 ,1， 
1 为 直线 /的 方向 向 量 ,所 以 得 直线 1 的 对 称 广 入 


3 xz 
2 1 1 
3 3 
解法 二 因为 直线 


;的 方向 数 为 


| | 一 一 2: 
| 上 | 加 | 加 1 


再 令 + 天 得 一 号 于 是 0， 号 为 直线 4 上 
点 ,所 以 直线 1 的 参数 方程 为 / 者 | 

Z 一 一 21 
(4 为 参数 ) 


对 称 式 方程 为 


i i 
由 对 称 方程 易 得 直线 1 的 射影 式 方程 为 
十 2y 二 一 3 
JJZ 十 2z 一 5 
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评注 解 一 . 解 二 适用 于 一 般 仿 射 坐标 系 , 若 在 直角 坐标 
系 中 ,可 取 {1 ,一 1,1)X{2,1,1) 为 直线 /的 方向 向 量 . - 
将 直线 的 一 般 方程 化 为 其 他 形式 方程 ， 其 结果 可 能 不 同 ， 
这 主要 是 由 于 在 直线 上 取 的 定点 已 和 方向 数 不 阅 所 至 
例 4 ”在 直角 坐标 系 中 ,直线 1 的 方程 为 ， 
[人 
十 y 一 < 十 4 二 0 
求 直线 的 对 称 方程 和 参数 方程 . 
/ 和 由 已 知 直线 /的 方向 向 量 为 
n nxXn n :二 13, 一 


一 2 
又 由 于 | 


2 
| 0 


1,5} 


因此 令 x=0 衣 放 组 得 一 1 于， 好 点 (0 一 3 4) 
在 直线 / 上 ,所 以 直线 1 的 标准 方程 为 / 


DT 
y 十 二 xz 一世 
区 -- 


TT 3 3 
6 一 上 9 
参数 方程 为 
T= 二 06+ 
10 et 
7 3 ( 为 参数 ) 
2 
2 一 二 5t 


3. 直线 参数 方程 的 应 用 
例 5 已 知 直 线 1 的 方程 为 
二 1 十 t 
~ 一 1 一 2 (t 为 参数 ) 
之 二 4 十 2 


313 


”直线 1 交 曲 面 性 十 站 一 = 一 0 于 两 点 已 和 已 求 Pu(1, 一 1,4) 到 
两 点 P, 和 P, 距 离 之 和 与 积 . 


解 直线 ! 的 方向 向 量 之 = {1 ,2.21 ,于 是 有 太一 { 广 ， 


一 气 , 邱 )，, 所 以 直线 ! 的 参数 方程 又 可 写 为 
z 一 1 十 本 
y 一 一 1 一 全 (t 为 参数 ) (1) 
2 
z=4T3t 


和 将 (1) 代 入 曲面 方程 x 十 y 一 z= 二 0 得 
. t \, 四 2 
(1 十 可) 十 (一 1 3) (4 十 了 1 0 
即 5 十 12 一 18 一 0 (2) 
设 记 与 为 方程 (2) 的 两 根 , 则 |z|、|z; | 分 别 为 1PoPi | 和 
PoP;i| ,由 韦 达 定理 


| -|< 
二 十 记 三 5 
18 
n= 
,bist 时 号 
， 18 
加 PP, | PoPsl= lits = =3. 0 


[PPil+ 1PoPsl=~v (PoP + 1PD,|) 


一 VY IPoPi E+ |PPal +21P,.D PD, 


~—Nt tt ++2|t||z,| 
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-VC 二 De 
-一 | 十 to 1 十 4 12 | 1z, | 


= (+4X z 
= /Id 
所 以 ， P, 到 P, 和 已 距离 之 和 与 积分 别 为 id, 4,3. 6. 


评注 求 直线 与 曲面 的 交点 ， 直线 用 参数 方程 较 简 便 ， 解 
答 有 关上 距离 问题 时 ,直线 采用 直角 坐标 系 下 参数 方程 ,方向 向 
量 用 单位 向 量 , 利 用 参数 的 几何 定义 ,有 利于 问题 解决 ,本 例 
解答 的 关键 之 一 ,是 判断 所 异 叶 ,进而 有 人 十 加) 一 (| 二 | 一 
LD 

例 6 已 知 A4BC 的 两 个 顶点 4(1,3,5) 和 B( 一 3, 一 1， 
7) 第 三 个 顶点 C 在 曲面 x* 十 y= 二 2z 上 运动 , 试 求人 ABC 的 
重心 轨迹 方程 . 

解 ”由 已 知 得 人 A4B5C 的 4B 边 的 中 点 M( 一 1,1,6). 设 


和信 ABC 的 重心 为 H(zx',y',z),; 则 MH 的 参数 方程 为 ~ 
ae 十 1)z 


?一 1 十 (7 — 1)t (Lt 为 参数 ) 
2 一 6 十 (xz 一 60) 
太太 对 应 t=1. 
MH 交 曲 面 x 十 y= 二 2z 于 C, 则 其 闻 [=3 所 以 C 对 应 并 
二 3. 将 方程 


<y 二 1] 十 3(Yy 一 1) 


to 
zz 二 6 十 3(z' 一 6) 
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代入 曲面 方程 二 十 y 一 2z 得 
[一 1 十 3《x' 十 1 十 [1 十 3Cy' 一 1)*]==2L6 十 3(z' 一 6)] 
整理 得 ”9x :十 9y 十 12x' 一 12y' = 二 6z' 一 32 
故人 4BcC 的 重心 轨迹 方程 为 
9z: 十 9 风 十 12z 一 124 一 6z 一 32 

评注 ”本 例 还 可 用 定 比 分 点 坐标 公式 解答 . 

例 7 过 定点 M(3,4,5) 任 作 直 线 /的 交 曲面 3x 十 4y 十 
2x* 二 5 于 P.Q, 求 PQ 中 点 的 轨迹 方程 ， / 

解 设 PQ 的 中 点 为 NCz',y',z), 则 直线 NH 的 参数 


y 二 y 十 (4 一 yt (为 参数 ) 
lz=z' 二 (5—z )t 

将 参数 方程 代入 曲面 3x: 十 4y’ 十 2z* 二 5, 得 

3 FT HAY tT YT tLe ts) 
t | =5. 
BL3C3— xX) 十 4(4 一 y 二 2(5 一 2z 》 +x (3 一 w') 十 
8y' (4 一 y') 十 4z' (5 一 z 1 十 3zx 十 4y 十 2z 一 5 二 0 

设 此 方程 的 两 上 根 为 t1 ,ts, 由 于 PQ 关 于 NN 对 称 , .i 


| 十 《3 一 民 ) 


# 一 0, 由 韦 达 和 定理， 
6z' (3 一 屏 ) 十 8y (4—y 站 十 4 (5 一 2z ) 一 0 


其 | / 3Z 十 47 十 2z 一 9z 一 16y 一 10z: 一 0 
所 以 ,要求 的 轨迹 方程 为 | 
37: 二 4y 十 2z* 一 9x 一 l6y 一 1]0z 二 0 
日 3zx: 十 4y 十 2z 二 5. 
例 8 已 知 两 个 相交 平面 ,由 此 两 平面 外 的 任 一 定点 到 这 
两 平面 作 垂 线 , 试 证 它们 垂 足 的 连 线 必 和 此 两 平面 的 交 线 垂 
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直 . 

证 明 取 已 知 二 平面 交 线 为 < 轴 ， 建立 坐标 系 , 则 两 平面 
方程 为 / y=mz RK y=nz 

设 定点 P(xo » Yo »20)， 目 P, 作 平面 y=mzx 的 垂 线 ; 


TXo YY X20 


mm 一 } 0 
X=Xo mt 1 
er (为 参数 ).… 对 
之 二 之 0 
代入 y=mz 中 ,得 yo 一 t=m《zo 二 mt) 
、 yo— mxo : 
所 以 一 ] 十 7 


a To 二 Tmyo mzrodt Mm yo 
故 答 足 为 ( ] 十 mm 2 9 1+m? ,0) 


To ny 1HX0 十 天 nioT nh Yo | 
类 似 的 得 另 坛 足 为 (一 一 一 全 1 十 z2 9 ]+n? 一 0). 


二 yo Xo 二 74Yo mzxotm’ yo 
两 重 足 连 线 的 方向 数 是 了 一 全 


1.Zo 十 7 yo 
1] 十 1 >” 


显然 此 连 线 与 = 轴 垂 直 

男 证 , 设 两 个 平面 的 法 线 向 量 分 别 为 7 , 则 平面 交 线 的 
方向 向 量 为 了 一 4( 训 XR) ,G0) 

平面 外 一 点 P,, 到 两 平面 之 垂 足 分 别 Pi、Ps; 则 PoP; = 


ni PP vm (pv# 0) MPP = PP, — PP=rns— 


Ri 于 是 有 
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PP s =(y ns,—y ni). A nx 刀 ,)] 一 0 ， 
由 两 得 线 与 两 平面 交 线 委 上 


例 9 已 知 直 线 1: 了 一 六 十 ! 二 P， 
(1) 在 1 上 求 与 PCm) 的 距离 为 1 的 点 ; 
(2) 在 ! 上 求 书 关于 PCr ,) 的 对 称 点 . 
解 (1) 将 方向 向 量 写作 | | s G56 为 :方向 上 的 单位 
问 量 ) ,于 是 直线 方程 为 
7 了 一 站 十 上 了 $ so 
令 z 一 | s | 六 上 式 可 写成 
~ 一 ot so 50 


因为 所 求 的 操 与 Por 9) 距离 为 1， 故 令 t= 土 1, 则 所 求 
点 的 位 置 天 径 为 


一 一 一 = 一 -一 和 一 -一 一 “ 


rr 一 7 十 so 和 六 一 7n $n 


“(2) 点 书 , 为 直线 上 的 点 , 故 其 矢 径 


=r ts 
因此 $0 = 一 ro : : 
这 里 # 是 存 所 对 应 的 参数 值 ,为 求 : 可 用 s。 与 上 式 两 边 相 乘 ， 
得 


t' so 。 5 = (7 一 ps) So 
即 有 [二 (7 一)0.5o， 
如 果 已 关于 Pi 对 称 点 记 作 P,, 则 P; 的 矢 径 对 应 参数 什 
是 一 1 一 (C7 一 7o)5o 于 是 Ps 的 位 置 和 撩 径 为 
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ry 一 70 一 [Cr 一 ro)so |so 
习题 7.1 


“1. 求 下 列 各 直线 的 方程 : 


(1 平行 于 站 二 (1,2,3) 且 过 点 Po(450， ,2) 的 直线 . | 
(2) 通过 点 4( 一 3,0, 了 D 和 B(2, 一 5,1) 的 直线 ; 


(3) 通过 点 MU1, 5,3) 且 x,y,2 三 轴 分 别 成 角 到 
直线 ; 


me A 2， 1) 且 与 向 量 n= {151,11 {10， 
化 下 列 方程 为 对 区 区 四 
0 [7 人 
3 工 2y 十 5z 一 5 yy 一 2z 一 8 
3. 化 下 列 方程 为 参数 方程 和 对 称 方程 
C1 (人 z 一 4=-0 (一 4 
43Tt— Sy 十 2z 一 1] 二 0 “一 3z 十 12 
4. 化 下 列 方程 为 射影 方程 : | 
2 十 ?一 5 十 1 一 0 Zz 十 y 一 z= 二 0 
| | 
3 一 9 一 27 一 3 一 0 . 人 
5. 线段 4B 的 一 红 点 41， 1,1), 另 一 端点 在 昭 面 十 > 二 xz* 上 


运动 P 为 4AB 上 一 点 , 且 55=4 求 P 点 的 轨迹 方程 
6. 订 直 线 于 1 一半 并- 叶 与 三 举 标 四 了 成 的 衣 . 


nT 2 
3 的 


§7.2 直线 与 平面 的 相关 位 置 

一 .基本 内 容 
1. 直线 与 平面 的 位 置 关系 
设 已 知 直线 /的 方程 为 
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二 Xo 十 工 


y= yo yt (1) 
2 | 

平面 7 的 方程 为 | 
Az 二 By 二 Cz 二 D=0 : (2) 


为 研究 它们 的 位 置 关系 ,将 (1) 式 代入 (2) 式 ， 整理 得 
(AZ 十 By 十 Cz)t 二 (Azo 十 By + Czo 十 门 ) = 0 (3) 
这 是 关于 上 的 一 次 方程 ， 亡 的 解 的 情况 决定 着 直线 平面 的 位 
置 关 系 . 
/ (1) 当 Az 十 By 十 Cs 关 0 由 (3) 得 :的 唯一 解 ， 直线 1 与 平 
面 x 有 了 唯一 交 操 ,于 是 有 
直线 /与 平面 * 相交 的 充分 必要 条 件 是 : 
ArtBytCz#0 和 (7. 2—1) 


即 直 线 / 的 方向 向 量 也 U 一 [zy ,2) 和 平面 的 法 线 向 量 ,n n 
一 (4,B,C) 不 幸 直 
(2) 当 Azr 十 By 十 Cz 二 0,Axo 十 Byo 十 Czo 十 D 关 0 时 ,方程 
(3) 无 解 , 即 直线 上 和 和 平面 "平行 ,于 是 有 
直线 7 与 平面 < 平行 的 充分 心 要 条 件 是 。。 
LXTA 0 Arst By t Crt DF0 z (7. 2—2) 


| 即 直线 /的 方向 疝 量 总 ={zyyyz} 和 平面 x 的 法 线 向 量 7 
一 {4,B,C} 垂 直 , 而 点 加 (zoyyoyzn) 不 在 平面 r 上 .， 
(3) 当 Ar+byt+tz=0 ,Azo 十 Byo 十 Czo 十 DD= 0 时 ,任意 
1€ER 均 为 (3) 的 解 , 即 直 线 ! 的 所 有 点 都 在 平面 x 上 ,于 是 有 
直线 ! 在 平面 x 上 的 充分 必要 条 件 是 
4z 十 By 十 Cz=0,4z 十 By 十 Cx 十 D=0 (7.2—3) 


即 “直线 7 的 方向 向 量 忆 = {x,y,x) 和 平面 的 法 线 向 量 7 二 
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(4 BC 和 王 直 , 且 癌 4zoyyoyzo| 在 平面 x 上. 

2, 直线 与 平面 的 交 骨 

(1) 若 直线 /不 本 直 于 平面 ,过 直线 7 作 平面 飞 重 直 于 
平面 x, 与 x 相交 于 直线 1 ,7' 称 为 直线 1 在 一 平面 x 上 的 身 
影 ,把 上 和 7 交 成 的 锐角 称 为 直线 与 平面 x 的 交角 , 记 作 6， 
若 直 线 ! 垂直 平面 x, 直线 /与 平面 “的 夹 角 为 直角 . 


图 7 一 2 


(2) 如 图 7 一 2, 设 直线 1 的 方向 向 量 了 DU -一 Lz ,yz) 于 大 区 
的 法 线 向 量 ”一 (4,B,C) ,并 设 9 为 向 量 了 和 的 夹 角 , 风 
有 p= 一 或 9 二 三 7 一 十 0. : 

所 以 cosp—cos (7—0) 二 sin0 或 cosg 一 cos( 了 7 十 全 一 一 Sin0 


区 


由 于 0 委 4 雪 地 ,所 以 sing>0 


故 sinb 一 |cos9| 
由 两 向 量 夹 角 的 计算 公式 知 
cosp— vn : Azr+ By++Cz 
Ee T+y 十 2 “YA4 十 如 十 C 


3z1 


sinO 一 - 一 -一 -一 -一 一 一 一- 一 - (7. 2 一 4) 


(3) 直线 / Se n 垂直 的 充分 必要 条 件 是 直线 / 的 方 


向 向 量 .v 和 平面 x 的 法 线 向 量 # 共 线 ， 下 4 B:C=7: 2 2 
二 .常用 方法 及 应 用 举例 

1. 判断 直线 和 平面 的 关系 

根据 所 给 直线 和 平面 的 方程 ,可 以 直接 判定 直线 和 平面 、 
的 位 置 关系 ,相交 平行 或 直线 在 平面 上 ， 也 可 以 直接 求 出 直 
线 和 平面 的 度量 关系 ， 交点 和 交角 . 

例 1 判断 下 列 直 线 与 平面 位 置 关 系 , 如 果 相 交 ， 求 它们 
的 交点 和 交角 , 


《1) 二 和 1- ?人 = 士 2 与 平面 tr 二 3y- 之 十 3 二 0; 
X=]—2r z 
(2) 四 于 出 二 二 与 平面 zx 十 2y 十 2 一 7 一 0; 
xz 一 一 1 十 5 
一 yY 十 zz 一 5 一 0 
(3) 县 #% 与 平面 2z 十 ?十 < 一 5 一 0. 
直线 |” ，， 。， | 与 平面 2z 十 ?十 < 一 5 一 


解 (Dv={2, 一 1,5) =14,3, 一 1) ,PC ,一 3， 
一 2) 由 于 如 :二 2X4 一 1X3 一 5X1=0, 将 点 Ps(1, 一 3， 
一 2) 的 坐标 代入 平面 方程 4x 十 3y 一 z 十 3 二 0, 有 4X1 十 3X 
(一 3) 一 (一 2) 十 3 二 0, 即 点 P,(4, 一 3, 一 2) 在 平面 上 ,所 以 ， 
直线 在 平面 内 . z 

(2) v={ 一 2, 一 4,5), nn 二 {1.2,2).P,(1,2, 一 1), 由 于 


ea 


v= 一 2X1 一 4X2 十 5X?2 二 0, 将 点 P,(1,2, 一 1) 的 坐标 
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代入 平面 方程 x 十 2y 十 2z 一 7 二 0 的 左 端 ,1 十 2X2 十 2X (一 1) 
一 7 关 0; 即 点 Po 不 在 平面 上 ,所 以 ,直线 与 平面 平行 . 


(3) vo =a Xns={1,—11}X{1,1,—1}={0,2,2), 


妈 二 {2,1,1}; vn 二 0X2 十 2X1 十 2X1 关 0, 故 直线 和 平面 
相交 | : 
并 一 y 十 zx 一 5 一 0 
ral- z 十 1 二 0 
22Z 十 y 十 zx 一 5 一 0 
得 xz 一 2,7 一 一 1z 一 2 5 前线 与 平面 的 交点 为 PC2， 


go on | 0x2+2X1+2xX1 _Y3 
故 0 一 arcsin 
”评注 (3) 还 可 直接 根据 三 平面 的 关系 判断 ,因为 三 阶 行 
列 式 
: 】 一 1 lI z 
1 ] 一 1 一 4 天 0 
1 
说明 三 平面 x 一 7y 十 z 一 5 一 eto 一 = 十 7 一 0,2X 十 y 十 Zz 一 5 
ZX 一 y 十 Zz 一 
二 0 共 点 ， 直线 | ， ” “一 ”与 平面 2z 十 y 一 = 一 5 一 0 相 
_xz 十 1 二 0 


2. 求 直线 或 平面 的 方程 
由 已 知 的 直线 和 平面 的 关系 ,可 创造 条 件 求 出 直 乓 或 于 
面 的 方程 . 
例 2 求 通过 点 4(3, 一 1,1) 且 垂直 于 平面 zx 十 ?十 zx 一 1 
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的 直线 方程 . 
: 解 设 直线 的 方向 向 基 为 v 一 (zyyyz} .由 于 直线 和 平 
面 x 十 y 十 z 二 1 垂直 , 故 v 和 n n={1， 1,1) 共 线 , 即 v=An 


(1 天 0) ,所 以 二 {1,1,1 可 以 看 作 直 线 的 方向 向 量 ,又 直线 
过 点 4(3, 一 1,1). 因此 要 求 的 直线 方程 为 


Z 一 3 y+l1 _ zx 一 ] 
l l 1. 
只 | T 一 3 一 y 十 1 一 > 一 1]. 

“和 例 3 求 过 点 A(1,1， 1) 且 过 直线 
十 y 十 z 一 上 一 0 
AZTYyYTz 十 3 二 0 

的 平面 方程 ， ， 

分 析 因为 平面 过 直线 |” 了” 一 ,因而 直线 的 方 
[x 一 y 症 z 十 3 二 0 - 


向 向 量 v= 二 {1,1,1}X {1 ,一 1,1) 二 但 ,0,2) 平 行 于 平面 . 令 z 
一 0, 得 直线 一 点 PC(0,2, 一 1) 在 平面 上 . 又 平面 过 4(1,1,1)， 
所 以 ,平面 的 方位 矢量 为 {一 2,0.2) , {1, 一 1,2), 由 平面 的 点 
位 式 方 程 即 可 求 其 方程 ， 

解 ” 令 z=0, 得 直线 上 一 点 PC(0,2, 一 1), 此 点 也 在 平面 


上 ,又 直线 的 方向 向 量 2 =={1,1,1}X {1, 一 1,1}={2,0,2)， 
平行 于 平面 ,点 4(1,1,1) 在 平面 上 , 故 平面 的 方位 向 量 是 
{一 2,0,2}, {1, 一 1,2). 由 平面 的 点 位 式 方程 得 
一] y- 一 ] xz 一 1 
2 0 .2 |=0 
4+1 一 1 2 
潮 XTX 一 y 一 之 十 1 二 0.- 
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评注 ”本 例 用 平面 束 求解 更 简便 . 

3. 求 关于 平面 的 对 称 图 形 

例 4 求 点 PP(zo,yo,zo) ;在 平面 Az 十 By 十 Cz 十 D= 二 0 上 
投影 ,并 求 书 点 关于 此 平面 的 对 称 点 . 

解 ” 设 P(zo,yo,zo) 在 平面 上 的 射影 为 Pi(zxisy1921). | 

由 直线 PP, 午 直 于 平面 Ax 十 By 二 Cz 十 DD=0, 所 以 有 


A B | CC 时 ， 
4zi 十 By 十 Cz 十 万 =0 (2) 
由 -(1 ) 得 z 
A:+B:+C: 4 BB 
| , 二 一 到 (3) 
将 (2) 代 入 (3) 得 
TI1™ wo 1 0 Ai 一 之 0 _ (Axo Byo+Czot+D) 


A BB CC ,A+B+C 
4(4zo 十 By 十 Cze 十 厂 ) 
A+FBTC 
_ BB(Azot+ByotCzo+t+D) 
1 一 .0 -42 十 瑟 : 十 Cs 
CliAzot ByotCzot DD) 
Z1 一 《0 一 42 十 至 :十 C2 
设 PCzsvyovs) 关 于 平面 Azr+By+Cz+D= 0 的 对 称 点 
为 Pi (zs ,yz，z2), 由 中 点 坐标 公式 : | z 
2ACAzo 十 Byo 十 Cz 十 DD) 


TI 二 Xo 


X= 2TX1 -Xo 二 wo 一 A 十 B’ 十 CC? 
2 2B(ArotBy+CztD) 
22 1 Jo 一 0 A 十 B: 十 C? 
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2CC4zr, 十 有 rn 十 Czn 十 局 ) 
EE 


例 5 已 知 直线 1: 一 一 二 一 一 一 一 一 和 平面 r: 4z 十 


多 +Cz 二 D=0. 求 直线 /在 平面 x 上 的 射影 ,并 求 直线 1 关 
于 平面 x 的 对 称 图 形 . 

解 车 直线 7 不 垂直 于 平面 ,过 直线 / 作 平 面 x 垂直 于 
平面 7, 由 平面 f 过 点 (rn » Yn ,z0) 方 位 向 量 为 0 = {m2 9 好 ,7 / ,vo 


A Vy™ Yo 位 一 仿 f 


zz 一 Lezl 一 2 一 2Z0 一 


77? nn 1 一 0 
A 所 ( 
令 
站 n Z | ! m 
BC cA 
[| 7 1 | } f 
{; 一 A BB D =—A b yo (zo 


得 平面 的 一 般 方程 为 
4'zo 十 下 y 十 C xx 十 亡 一 0 
故 直 线 ! 在 平面 内 的 射影 的 一 般 方程 为 
At 二 By 十 Cz 十 D 二 0 
4 2 十 有 yt C2t+D=0 | 
设 PCz,y,z) 为 直线 ! 关于 平面 对 称 图 上 任 一 x 点 ,由 例 
4,P(z,Yy, z) 关 于 平面 的 对 称 点 是 


pp (2 24(Az+ By+ Cz+D) 
Ai+B4C? 
2B(Az+By+Cz+D) 2C(Az+ By+Cet+D), 
A:TB + ~ A BIC 


显然 P' 在 直线 1 上. 故 直线 ! 关于 平面 对 称 图 形 的 方程 为 
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_24(AztBy+Cz+D) ,2B(ArtBy+Cz+D) 


A+B+C: ”十 CC 
mi | nn 
2C(Az+ By+Cz+D) 
ABTC 
i : EE 
化 简 整 理 得 
mY YI) nT TD) ?之 一 sy) ly 
nA—mB- UB8—nC 
z _l(zx— x0) 一 ms zo) 
mC—lA 
即 m(y— YI) NTT HZ 一 20) 一 太一 yo) z 
mB—nA nC—B 
[L(xX— Xo) —m(z— 2zo) 
加 IA—mC / 


例 6 求 平面 mo: :Aiz 十 By 十 Cie+Di 一 0 关于 平面 xy; 4 
十 By 十 Cz 十 了 ?一 0 的 对 称 平 面 . 

解 ” 设 PCz,y，z) 是 平面 如 关于 平面 x 的 对 称 平面 上 的 
任 一 点 , P(x,y,z) 关 于 平面 的 对 称 点 为 P'(x 一 


2A(Az 二 By 二 Cz 二 +D) ”2B(Az+By+Cz+D) 加 
4 十 已 2 十 C ， A:+B:+C: 9 
2C(C4z 十 By 十 Cz) 
rc ) ,显然 点 卫 在 平面 上 . 
故 求 的 平面 方程 为 
_2A(Ar+by+Cz) 2B(4z 十 有 十 Cz) 
生 人 十 床 二 CC 
_ 2C (Az+t By+Cz) 加 
Ci(z A:+ BC )+D1=0 


如 (4 十 民 十 CC4z 十 By 十 Ciz 十 万) 一 2044 十 有 Bi 十 
CC) CAzx+By+Cz+D)=0 
由 此 方程 可 以 看 出 , 当 平面 "十 x 时 ,其 关于 的 对 称 平 
面 仍 为 Nl; :和 TX 二 Biy 二 Cz 二 Dl=0. 
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评注 一 般 来 说 ,曲面 F(x,y,z) 一 0 关于 平面 ;AX 十 
By 十 Cz 十 DD 二 0 的 对 称 曲面 方程 为 


p(x_ 2A(Ar+ By+CetD) 
TBTG 
_2B(Az+BytCz+D) 。 2C(Ar+Byt+Cz+D)) 
AtB+C 7 A+BFC 
一 0 : . 
FA, (zsy, 之 ) 二 0: 
而 曲线 关于 平面 Az+By 二 Cz 十 D=0 对 称 
z F(x,Yy,2)= 0 
的 曲线 方程 为 
(24(4z 十 七 十 Cz 十 D) ， 2BC4z 十 肋 十 Cz 十 D) 
BTC 4 十 5 十 G 
_2C(Azt+By+CztD),) _, 
A 十 B: 十 C0? : = 一 
Fr ATt y+ Cz 2B(Az+ By+ CetD) 
"ATP YY AHPC 
2C(AztBytCztD)) 0 z 
~ ABTC 


4. 求 点 的 轨 还 万 程 
例 7 已 知 动 直线 过 点 S(1,1,1) 并 且 和 平面 x 十 y 一 z 一 


1 一 0 的 夹 角 为 工 , 求 动 直线 所 产生 的 曲面 方程 
解 设 动 直线 上 任 一 点 PCz,y,*), 则 直线 SP 的 方向 向 
量 {x 一 1,y—1,2—1}), 又 SP 与 平面 z 十 y 一 z 一 1 二 0 成 角 ， 


玖 CCz 一 1 十 (一 一 (一 1 四 a 
V1 +1 (— 1 VCz 一 1): 十 (y 一 1 十 (z 一 17) 4 
2 
2 


4(zx 十 y 一 z 一 1): 二 6[ 《x 一 1 十 (y 一 1): 十 (z 一 1)*] 
好 十 y 十 z* 一 4xy 十 4yz 十 4zXx 一 10x 一 10y 一 2 十 7 二 0 
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习 是 7.2 


1. 判断 下 列 直 线 和 平面 的 位 置 关系 ,相交 时 , 求 出 交点 和 交角 


(1) 直线 :一 一 2 一 全 和 平面 :z 十 2 一 4z 十 1 一 0; 


6z 十 2y 十 12z 一 3 二 0 
(2) 直线 ; | z 
(5z 一 7z< 一 10 一 0 


(3) 直线 :二 一 Pt 


2. 确定 a,6 的 值 ,使 直线 一 了 一 8 与 平面: 6+ 一 2y 十 3x 
十 1 二 0. (1) 相 交 , (2) 平 行 ， (9) 在 平面 上 

3. 求 点 已 (5,2 ,一 1) 在 平面 2z 一 ?十 2z 十 23 一 0 上 的 射影 P. 及 三 关 
于 平面 的 对 称 点 P; 的 坐标 . 

4. 求 曲 面 zt 十 (y 一 2 十 x? 二 4 关于 平面 :x 十 y 十 z=1 的 对 称 曲 面 
的 方程 . 


和 平面 :3z 十 y 十 6z 十 12 一 0; 


$7.3 空 闻 二 直线 、 点 与 直线 的 相关 位 置 


一 .基本 内 容 

1. 空间 二 直线 的 位 置 关系 

空间 二 直线 的 位 置 关 系 有 蜡 面 与 共 面 两 种 ,在 共 面 中 叉 
有 相交 、 平 行 与 重合 三 种 情况 ,下 面 导 出 这 些 位 置 关系 成 立 的 
条 件 . / 


设 直 线 4 过 点 Mi(xi, Yi,21), 方向 向 量 为 w= {x yi， 


zi} ,直线 人 过 所 Mi (zz yisz2) ,方向 癌 量 为 02 = {zzs yszi)， 
op : TX yy 一 yi 22 
它 :一 一 一 一 一 人 一 一 (1) 
忆 们 的 方程 为 ,Z1 :一 站 z 
TH YY 2 ?2 
2 J2 2 


Ls,. 


(2) 
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由 图 7 一 3 易 看 出 .二 直线 上 4 与 1 
的 位 置 关 系 决定 于 三 矢量 六 一 {zi， 


yziluz 一 tryy2z 和 AAA 一 (zs 
一 Di 一 2052z2 一 2} 的 相互 关系 , 具 / 


体 讲 ,4 与 4, 异 面 的 充 要 条 件 是 vo 
和 MiM, 异 面 ;4 与 4 共 面 的 充 要 条 件 
是 vw ,v; 和 MM, 共 面 ;在 共 面 的 情况 下 ,4 与 /相交 的 充 要 条 
件 加 与 不 共 线 ;1 与 1 平行 的 充 要 条 件 是 与 0 共 线 ,但 


与 MiM, 不 共 线 ， Li 与 4 重合 的 充 要 杀 件 是 U2 v4 与 MiM, 共 线 ， 
于 是 有 下 列 结论 : 


(1) 4 与 1; 异 面 : 
[2 1， JJ2 Ys X27 I 
A = (MM,,v.,v,) = x 了 Zi 二 0 
起 2 少 2 ~2 
: (7. 3 一 1) 
(2) 1 与 1 共 面 ;A=0 (7. 3—2) 
中 中 与 1, 相交 ;A 二 0,7 :yi:2Z1 尖 Ty! yy!Z (7. 3—3) 
包 0 与 凡 .平行 :zy 一 yz 
天 (rz 一 TY 一 四 JIC22 一 过 1 (7. 3 一 -4 ) 


包 /与 /重合 
TI YI ZT 322 一 (2 一) 及 一 yz 一 zZ1) (7.3—5) 
2. 空间 二 直线 的 夹 角 
平行 于 空间 二 直线 的 二 问 量 图 的 角 叫 做 空间 二 直线 的 夹 
角 ,直线 1 4 的 夹 角 是 
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ACT 或 AGO LV, v2),— 
般 取 0 志和 人 (1,2) 区 


于 是 有 
os Ll 一 |zazi 十 yzyi 二 za 


V Xi 二 yt 十 z NV Ye 十 3 十 Ze 


由 此 可 得 , 与 /垂直 的 充 要 条 件 是 zzs + Yi Yt zz 


(7. 3—6) 


3. 二 异 面 直线 的 公用 线 
直线 /与 /: 异 面 , 令 


(ly 2 
-axa , 
= {Tz,y,2) 

过 了 1 作 平 面 x 与 了 平行 ,其 方程 为 


YY 会 一 全 | 


1 Il 之 1 Yi 


ZZ» Vi. 


3 
之 2 .2 


NAN] : 必 ] VY1 之 ] 一 


并 y a 


过 4, 作 平面 与 vo 平行 ,其 方程 为 
I 4 一 yz 之 一 ; 


n>， 二 2 了 2 之 2 一 1 


ya 多 z 


由 44 与 4 异 面 ,可 证 与 巩 相 交 , 设 交 线 为 d, 其 方程 为 
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d: (7. 3 一 7) 


2 YY yp 之 2 


上 二 


可 证 直线 过 既 与 直线 有、 5 都 相交 ,又 都 垂直 ， 四 直线 4 
是 0、 六 的 人 人 和 公 于 线 . 
还 可 以 证 明 直线 1.2. 的 公 王 线 的 唯一 性 ( 杨 大 淳 ,《 解 析 
几何 》, 北 京师 范 学 院 出 版 社 ,1987 年 ,P257). 
4. 异 面 直 线 半 的 距离 
在 异 面 直 线 的 公 三 线 上 , 介 于 
二 异 面 直线 的 交点 间 的 线段 长 称 为 
异 面 直线 间 的 距离 ,在 图 7 一 4 中 线 
发 DD: 同 长 就 是 姑 面 直线 4、 a 
的 距离 . | 
由 于 直线 1 与 4 垂直 相交 万 ， 
所 以 Mi 在 直线 4 上 的 射影 为 D， 
同 理 , M,; 在 直线 上 4d 上 的 射影 为 


DD,, 所 以 DiDs 构 成 向 量 MiM, 在 直 图 7 一 
全 d 上 的 射影 向 量 . 
取 单 位 向 量 | 
~、 
[UXU,| 
就 有 
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一 


~ ~ i 1 XU 1 
d=|DiD:|=|v, :MM;|=|— MM |=—— 一- 
[vi XxX vo | ' | Xv, | 
| CM M, sm » v2 ) | | (7., 3 一 8) 
用 坐标 表示 为 
XX YY < 人 1 
| yi 入 1 
1 一 过 2? yz2 之 ? 


六 和 
.2 之 2 XZ2 履 ; 
5. 点 到 直线 的 距离 
已 知 点 PCzxo ,yo;zo) 和 和 站 线 7， 


XA YT 之 ?I 
yy 


为 了 求 点 M, 到 直线 7 
的 距离 d, 连 接点 M。 和 和 
iM 《421， Vis Zz1) 得 问 量 
MM,( 图 7 一 5). 直线 1 的 
方向 向 量 v 二 {x,y,z}， 
则 |24,MM,X | 表示 MMM， 
和 了 为 边 的 平行 四 边 形 图 7 一 
的 面积 ,由 图 7 一 5 可 看 出 ,点 M, 到 直线 ! 的 距离 4 就 是 这 个 
平行 四 边 形 对 于 底 边 | 2 | 的 高 ,因此 


re 


_ |MM, x Uv | 


d 二 (7. 3 一 10) 
| 
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用 坐标 值 表示 为 


| Yo VY To eI 二 Co Ln 上 Tn XI .yo 一 
y > 之 7 XT yy 


d= 


(7. 3—11) 

二 ,常用 方法 及 应 用 举例 

1. 求 二 直线 的 关系 z 

根据 二 直线 的 方程 ,可 以 判断 它们 的 位 置 关系 , 求 它们 间 
的 角 ,对 于 相交 直线 又 可 求 它们 的 交点 . 

例 1 ”判断 下 列 每 对 直线 的 位 置 关系 ,并 求 它们 间 的 角 ， 
若 相交 求 它们 的 交点 . 

(102 一 


1 二 一 -一 


(2) 1: 一 一 一 


(3) :TY 


Co 
| 
~ 
I 


| 
| 


S 
| 


Pa 
(4) 1: 2 1 


| 
-) 


1 一 一 一 ~ 一 


4 5 


RY 


ee 


解 (1) MM,={6,.—4,—2),v = {4,2,3),v,=1{1], 
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3,2)} 


6 一 4 一 2 
人 二 14 2 3| 一 一 30 天 0 
1 3 2 
故 直 线 li、\l: 异 面 . 
4X1 十 2X3 十 3X2  _8vV406 
COSA (Nl) 5 
V4 +2 十 3 ， V 工 十 3 十 2 203 
/lds) =arccos 8 40 二 37°26'. 


(2) MM={—1,—4,—2},v1={4,2,31, vo (6， 
10,7} z 
一 ] 一 4 一 2 1 4 3 


A=| 4 2 3|=—|i6 10 7|=0 
6 10 7| 6 10 7 


: 又 4; 2 : 3 天 6 10: 7 即 世 不 平行 于 v4 , 故 直线 7 ,1 相交 . 
4 又 6 十 2X10+3X7 13vV5365 
/TT /oto 1073 
LH ,L2) arccos 27°27! 

将 L172 的 方程 改写 为 参数 方程 z 
一 一 十 4 Xz 一 一 2 十 6t， 
[1: 3 一 一 2 L,， y= 二 一 3 十 10t; 

之 二 2 十 34 z= it, 


cos/ CL = 一 


解 方程 组 将 
一 ] 十 4 二 一 2 十 Gt : 
| ao 
2 十 3 一 7 
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得 4 一 4 一 忌 ， Z 一 1,y 一 2 ,= 一 3 故人、 2 的 交点 坐标 为 
(1,2,31) 


(3) MM,= {3, 3， 0),v ,={6， —2,1), v= (一 1 志 , 志 ， 


] 
5 | 
一 ;2 一 3 
61 (2) :1=. lss 73:3:0 
即 交 /玉昌 不 平行 于 MAM， 


故 4 2 相向 的 角 为 0. 


(4) MiM={2,4,1} ,0 ={2,4,1} v= {4,8,2) 
2:4:1=4:8:2=2:4:1 
w /v2 1 MM: 

族 重印。 | 

评注 1 多 断 二 直线 平行 和 重合 ， 一 般 不 用 计算 行列 直 


A 的 值 ,直接 由 已 Vi zz 中 且 不 平行 于 MM 及 fv v2 1/ MM 来 
判 新 
2 当 二 直线 相交 时 ， 求 交 点 时 ， 直线 广 各 改 为 参数 广 
程 较为 稀 单 些 . 
2. 求 距离 
例 2 已 知 点 A(3,2， 一 1) 和 直线 7 的 方程 
文 十 y 十 z 一 4 二 0 
27 一 y 一 zz 十 1 二 0 
求 点 4 到 直线 / 的 距离 . 
/ 解 令 z 一 1] 自 直 线 亡 往 得 了 一 vy 一 2, 即 M(1,2,1) 为 
直线 1 上 的 一 扩 . 
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人 Ga1 1 ，, 故 由 (7. 10 过， 点 4 到 直线 / 
的 距离 为 / 


-MX | 
|v| : 
_ | 250,2}x {10,1,1})| _ |{( 一 2,2, 一 2)| 
1{0,1,1) | 1 0,1,1}1 =v6 


评注 在 具体 计算 点 到 直线 的 距离 时 ,用 式 (7. 3 一 10)， 
因为 这 个 式 子 较 式 (7. 3 一 11) 有 利于 理解 记 忆 , 


例 3 ” 试 证 直线 
i; | 人 站 四 
_ | i | z 


(其 中 证 为 参数 ) 是 异 面 直线 ， 并 求 它 们 的 公 生 绕 和 一 直 吕 
加 的 距离 . 


证 明 A = (3,0,， 十 1),M,= (— 1 2, 0) ,M1M, 二 {一 4， 


2,—1}),v ={2,1,0},v, ={1,0,1} 


一 4 2 一 | 
因为 A=| 2 1 二 一 7 关 0 
1 0 1 / 
所 以 ,直线 Li, 异 面 ， v=V Xv = (2,1 ,0} Xx {1, 0,1} 
{1] ,一 2, 一 1}. 
由 式 (7. 3 一 7) 可 求 平面 x .rs 的 方程 分 别 为 
xX—3 yy zx 一 ] -| 十] y= 二 2 zz 
2 1 0|=0,| 1 0 1|=0 
1 一 2 -1| | 1 -2 一 1 
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故 公 垂 线 方程 为 
Z 一 2y 十 5z 一 8 一 (0 
并 十 yy 一 & 一 1 一 0 
异 面 直线 包间 的 距离 四 
A 


| 十 (一 2 VE 6 
3. 求 关于 直线 的 对 称 图 形 
例 4 已 知 点 Po (Cr, yo ;20)， 直线 "= 


求 点 P, 在 直线 1 上 的 射影 Pi 和 其 关于 直线 1 的 对 称 点 P; 的 
坐标 . 四 
解 没 点 Pu(zuvyivz) 在 直线 /上 的 射影 为 Pi Ca,y， 
xD) , 则 PCzivy zi) 在 直线 /上 ,直线 PP 垂直 于 直线 1, 故 
兴 (zi X00) 十 YN - yo) 十 QZ(zi 一 >z0) =0. (1) 


和 z (2) 
由 (1)Xzi 十 Yyl 十 Zz 二 六 x 十 Yys 十 Zz 
由 (2) 用 等 比 定理 ,得 
ZI 一 4_ MT Zc X(T)FY y+ —e) 
入 Y Z XX 十 关 十 人 2 


即 Z 一 4 一 忆 一 和 _ 21 一 (C _ Zro 一 0 十 y(0 一 他 十 z(Czo 一 c) 
X yy 2 :十 站 十 ZZ 

XIX (Cro ) +Y (yb) + 0 —e)] 
YZ 

Y[X (za) +Y +2 0) 
XY 

人 24(Cze 一 4) 十 YCm 一 六 十 ZCzo 一 <) 
XY 十 2? 


所 以 Xl 二 a 十 


71 一 2 十 
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信 1 一 公 (zo 一 9 十 (yo 一 六 十 4(zo 一 2 
XY 7 
得 x1 二 a 十 Xd,y, 一 2 十 Yd zl 一 < 十 ZU ， 
故 Pi(z 十 Xda,bYd,C+TZC 
再 设 Polz, ,yo1zo) 关 于 直线 1 的 对 称 点 为 . 了 ,Yate) 
由 中 点 坐标 公式 ,5 可 得  -. 
一 27) 一 z=24 2Xd— zo 
ys=2y— y=26+2Yd—y 
| z=221 z=2c+2Zd—z 
故 。 Pi,(24 十 2Xd 一 zxo,26 十 2Yd 一 7,,2c 十 2Zd 一 = 
评注 由 已 知 点 的 坐标 和 直线 的 方程 ， 可 以 求 点 在 直线 
上 的 射影 和 其 关于 直线 的 对 称 扣 的 坐标 . 以 此 为 基础 ， 可 以 求 
平面 、 直线 关于 空间 直线 的 对 称 平面 、 对 称 直线 的 方程 


X—zo XYyo 2—zo za_y—b 

例 5 已 知 直线 名 ; 芒 。 — Ye = 1 ， YX -人 Y 
= -到 , 求 直 线 关于 直线 ! 对 称 的 直线 方程 . 

解 设 P'(x,y,z) 是 直线 关于 直线 16 对 称 的 直线 1。 上任 
一 点 . 由 例 4,P' (zyy,z) 关 于 直线 的 对 称 点 Pl2a+2Xd—z, 
265 十 2Yd 一 y,2c 十 2Z4d 一 z) 在 直线 lo 上 ,于 是 有 | 
2a 十 2Xd 一 Xx 一 x。 20 十 2Y4 一 y 一 y 2c 十 2Zd 一 2 一 zo 


人 0 Yo Zo 
化 简 整 理 得 
Xo(y 十 加 一 26) 一 Yo(z 十 zo 一 2a) yn(z 十 zi 一 2c) 一 Zo(0y 十 加 一 加 ) 
2XY,—2YX, ”27Z, 一 2ZIn 
Zolz 十 zo 一 24) 一 半 。(z 十 zo 一 2c) 
27X, 一 2XZ。 


这 就 是 要 求 的 直线 方程 ,此 方程 具有 恨 好 的 对 称 性 质 ， 但 
它 不 是 直线 的 对 称 方程 . 
339 


关于 直线 / 的 对 称 平面 的 方程 
角 设 P(rz,y;z) 是 平面 x 关于 直线 ! 对 称 平面 xn 上任 
一 点 ,由 例 4;P'(x,y,z) 关 于 二 线 / 的 对 称 点 已 (2a 十 2Xd 一 
7x,2b 十 2Yd 一 y,2c 十 2Zd 一 y) 在 平面 x* 上 ,于 是 有 | 
Al2at2Xd—z)+B(2b+2Yd—y) +2C (2c+22d— 之 ) 
+D=0 
即 (4z 十 By 十 Cz 十 万 ) 一 2(4a 十 有 十 Ce 十 站 一 2(4X 十 BY 十 


CZ)d=0， 因为 4 一 和 Lt 
化 简 得 


+EZ) A+ +etD) 2CAX + BY +CZ) 
(Xz 十 区 十 Zz 十 中) 十 2(4X 十 BY 十 CZ)(Xa 二 
一 2(X: 十 Y: 十 Z2)(4a 十 BO 十 Ce 十 万 ) 一 0 
此 即 为 要 求 的 平面 方程 . 
评注 “所 要 求 的 平面 方程 . 若 用 向 量 式 就 简单 些 . 一 
(zysz) sn ={A,B,C} ,六 二 {ry;z), 委 二 {a,byc), 方 程 可 
写 为 [vn 一 2Cv an)v] Xi nv vin]A— 
v*D=0. 
4. 求 点 的 轨迹 沪 程 
例 7 试 求 过 点 P,(2,3, 一 1) 而 与 直线 
交 一 1 十 #; 
t : y 一 2 十 ; 
之 一 13 十 4t 
间 的 角 为 二 的 直线 所 构成 的 曲面 方程 . 
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解 和 2 全 为 和 面 十 任 一 点 ， 则 PP 与 直线 ! 间 . 


的 角 为 二 ,v= {1 ] ， 4},PoP 的 方向 向 量 为 {z 一 2 2 y 一 3 ,之 十 
所 以 有 

cos 二 一 | (z 一 2) 十 (y 一 3) 144 z 

Vl 十 二 十 4? V(x 一 2)5 十 (7 一 37° TFT) 

化 简 整 理 得 0z 了 23z 一 16zz 一 16y* 一 20r 一 


38? 十 50z 十 94 一 0. 
习题 73 2 
1. 判断 下 列 每 对 直线 的 位 置 关系 , 若 相交 ， 求 它们 的 实惠 


:7 1 4 '":: 3 二? 


(2) Ll 人 
二 一 1， z= 4; : 


Zz 十 y 十 z 一 4 二 0 二 网 宙 
2z 十 37 十 6z 一 6 一 0， 3 十 47 十 72 一 0. 


(3) nt : 
2. 4 为 何 值 时 ,直线 z 十 1=y 一 1 二 z 与 直线 二 1 一 2 二 1 一? 二 1 可 


3. 求 异 面 直线 | 
Z 一 3_ ?一 8 _ 2 一 2 与 一 一 3 十 7 Zz 一 6 
3 1 -2 4 
入 公 王 线 的 方程 及 它们 间 的 虹 离 和 交角 
TXT—2y—1l1=0 


. 求 点 P(2,3 到 直线 zi140 的 距离 
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37.4 平面 束 


一 ,基本 内 容 / 
定义 7.4.1 空间 中 通过 同一 条 直线 的 所 有 平面 的 集合 
叫做 轴 平 面 束 , 那 条 吉 线 叫做 平面 束 的 轴 . 
定义 7. 4.2 空间 中 平行 于 同一 个 平面 的 所 有 平面 的 集 
合 叫做 平行 平面 束 . 
评注 ”换言之 ,平面 束 是 具有 某 种 性 质 C 的 平面 的 集 
合 ,因此 平面 束 中 的 每 个 平面 都 具有 性 质 C, 且 具有 性 质 C 的 
任 一 平面 都 在 这 平面 束 中 ,这 里 性 质 C 就 是 过 同一 条 直线 或 
平行 于 同一 个 平面 . / 
定理 7. 4.1 设 两 相交 平面 
Ri; 和 TT By 二 Cz 二 Di 
ns; MT Bry 二 Coz D,=0 
的 交 线 为 !, 则 过 !/ 的 平面 方程 是 
AAix 二 Biy 十 C1z 十 DD) 二 pj(Asr 十 Biy 十 Coz 十 D2)==0 
(7. 4—1) 
其 中 .x 是 不 全 为 零 的 实数 . , 
分 析 ”定理 7. 4. 1 实际 上 就 是 断言 以 7/ 为 轴 的 平面 束 中 
的 每 一 个 平面 的 方程 都 是 (7. 4 一 1) 的 形式 ,因此 必须 证 两 点 : 
(1) 式 (7.4 一 1) 是 一 个 平面 的 方程 , 且 这 个 平面 1 即 只 
要 证 式 (7. 4 一 1) 式 的 一 次 项 系数 不 全 为 零 . 且 ! 上 任 一 点 的 
坐标 都 满足 式 (7. 4 一 1). 
(2) 对 于 任何 一 个 过 直线 : 的 平面 ,部 存在 不 全 为 零 的 
实数 4, 使 得 x 的 方程 为 (7. 4 一 1) 的 形式 . 
证 明 (1) 设 1*、x 蚌 任意 两 个 不 全 为 零 的 的 实数 ， 
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(7. 4 一 1) 式 可 改写 为 

QuaDz+aBHaBDy 二 CC 二 CDz 二 CD 二 
KD;)=0 (7.4—1') 

用 反 证 法 ,如 有 果 一 次 项 系数 全 为 0, 即 

14, 十 ph 一 0,1B, 十 pB 一 0,MC 十 npC = 一 0 
则 四 
4 BC _ pp.: 
A, B, C, A. 

这 与 x 、z 相 交 的 假设 牙 拍 , 故 (X. 4 一 DD 是 一 个 元 一 交 
方程 , 它 表 示 一 个 平面 . ::; - 

直线 上 的 点 是 i 与 心 的 公共 点 ， 对 / 上 任意 的 一 点 
(zoyyoyzo), 它 必 满 足 rr 的 方程 即 Alzxo 十 Biyo 十 Cizo= 二 0， 
4;zo 十 有 :加 十 Cizi=0 从 而 当然 有 
ACAizo BiyoTCizo 二 Di) 二 pCAzzro Biyot C20 D:)=0 

所 以 式 (7. 4 一 1) 所 表示 的 平面 过 直线 /. 

(2) 设 平面 x 过 在 x 上 任 取 不 属于 7 的 一 点 (ziyy， 
Zz) , 令 

4 Autit Bay, 二 Czzit DD 
m=—(AzitBiyitCizit DD) 
因 (z yi,z1) 儿 1, 则 4、p 不 全 为 0, 由 (1) 的 结果 ,方程 
AM 4 十 至;y 十 Ciz 十 站 二 Adz 二 BC 一 0 
(7. 4—2) 

表示 一 个 过 的 平面 x 而 点 (Zi 9 1 2) 满足 x 的 方程 

(Asxzit BsyitCazit Di Ari BiyitCiz tt Di) 
—(AixzitBiyiCz iD) Ar ByitCzt LD,)=0 
所 以 过 点 (xi,y1,z1) ,这 样 w 与 x 重合 ,于 是 x 的 方程 就 是 
《7. 4—1). : 
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定理 6. 3. 4 如 采 了 两 平面 
Ti 4Zz 十 By 十 Ciz 十 DO .. 
rz ;Ar 十 Boy 二 Czz 二 DD; 二 0 
平行 , 则 任 一 与 zw 或 zt 平行 的 平面 方程 是 : 
A(Aiz 二 + Biy 二 Ciz 二 D0) 二 (Ar By 二 ++Csz+ D;)=0 
: (7. 4 一 9) 
其 中 人 不 全 为 零 的 实数 ,上 且 
— :AKAA1:A,=B1:B,=C1i:C, (7. 4—4) 
分 析 ”该 定理 的 证 明 完全 类 杞 于 定理 6. 3. 3. 由 于 人 \w 须 
满足 条 件 (7. 4 一 4) 式 ,同样 可 用 反 证 法 得 (7. 4 一 3) 式 的 一 :次 
项 系数 椒 全 为 0, 同 时 用 比例 性 质证 得 
(QA 二 1A,): 0B 十 ApB CAC 4 pC,) = A BC 
反之 , 设 rri, 任 取 (CzyzDcr, 同 样 可 得 不 全 为 零 
的 数 和 且 一 A: 天 4 :4;( 否 则 可 得 Di: Ds A 4: 栖 已 
知 矛 盾 ) ,详细 的 证 明 留 给 读者 完成 ， z 
”实际 上 式 (7. 4 一 4) 可 改写 为 
A(mA,zx++mB: ytmCxztDITH Art By tert D) = 0 


其 中 m= 针尖 0， 则 
CAm+ p) est bayt Ces) + AD THD:=0 


4;z 十 By 十 Czz 十 1 一 0 
_ 4D 十 AL _4, (A 十 At 


其 中 全 了 一 AAA 
因此 有 如 下 更 简明 、 实 用 的 推论 : 
推论 7. 4. 1， 由 平面 x:Azr 十 By 十 Cz 十 D 二 0 决定 的 平面 
束 (与 x 平行 的 全 体 平面 ) 的 方程 是 : 
Az+By+Cz+l=0 (7. 4—5) 
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其 中 7 是 任意 实数 . 

平面 束 还 有 其 他 形式 ， 以 上 主要 讨论 了 有 轴 平 面 来 和 
行 平面 束 . : 

二 .常用 方法 及 应 用 举例 

”平面 束 的 概念 以 及 平面 束 的 方程 ,对 于 解决 过 给 定 直 线 
作 平 面 的 问题 ,提供 了 非常 便利 的 条 件 . 
“ 例 1 求 过 点 P(1,1,1) 和 直线 

XX 十 y 十 之 十 1 二 0 

2 大 一 y 一 4 三 0 
的 平面 方程 . 

解 设 所 求 的 平面 的 方程 为 四 

“Zz 十 y 十 z 十 1 十 4(2x 一 y 一 4)==0 : (1) 
将 PC(1,1,1) 代 入 此 方程 ,得 

1 十 1 十 1 十 1 二 A(2X1 一 1 一 4)=0 
解 得 \ 一 ,将 ,一 二 代入 方程 (1) ,经 整理 得 所 求 平面 的 
方程 为 

57z 十 y 十 3z 一 13 一 0 

评注 “在 用 (7. 4 一 1) 式 解决 具体 问题 时 ,常用 下 面 一 个 
参数 的 形式 : 

CAix+Biyt+C. sD FA zt Byt Ct D,) = 0 
其 中 4 为 任意 实数 ,此 方程 表示 的 平面 束 仅 较 (7.4 一 1) 少 一 
个 平面 A;x 十 Boy 十 Czz 十 Ds=0, 在 要 求 的 平面 方程 不 是 此 方 
程 时 ,对 问题 的 解答 不 受 任何 影响 ,而 且 待定 系数 法 确定 一 个 
参数 的 值 要 比 确定 两 个 参数 的 值 更 自然 简捷 . 

例 2 求 直线 1 一 一 郑 == 半 在 平面 :2z 十 y 十 x 一 1= 
0 上 的 射影 
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解 把 直线 /的 方程 化 为 一 般 式 . 
[一 y 一 3 一 0 
3y 一 2z 一 0 
过 直线 /的 平面 的 方程 为 
xz 一 y 一 3 十 4(y 一 2z) 一 0 
有 Z 一 (1 一 T)7y 一 2 一 3 一 0 (1) 
由 于 和 平面 (1) 同 x 牌 直 . 故 有 
2X]1T 十 1X(CA 一 1) 十 1X( 一 2 四 一 0 
解 得 4=1, 代 入 (1) 得 平面 方程 为 
rT—22—-3=0 
故 /在 xx 上 的 射影 为 
27 十 yx 一 
IZz 一 2 一 3 一 0 . 
评注 “ 求 直 线 在 平面 上 的 射影 ,实际 上 是 过 直线 而 垂直 
于 已 知 平面 的 平面 与 已 知 平面 的 相交 直线 
一 3 二 2 
” 例 3 求 过 直线 7 1 的 平面 ,使 点 4(3,1.4) 到 沪 
| 


Ee 
和 


平面 的 距离 为 4. z 
jij 一 2z——3 二 0 
解 将 直线 ! 的 方程 化 为 一 般 式 :| ， 3。_。 
要 求 的 平面 方程 为 
Tx—2z—3 二 A(y—32)=0 (1) 
即 zy 一 (2 十 31)z 一 3=0 (2) 


由 点 AC3,1,4) 到 平面 (2) 距 离 为 4, 所 以 有 


13 二 一 (2 十 30)X4--3| 
1 十 涛 十 《2 十 34)* 


即 ”79 让 十 1284 十 44 二 0 
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解 得 ) 一 二 84 十 2] ,代入 (2) 有 


zo 155 ,十 (EY 155 va3_ 9)z 3 一 0 


故 要 求 的 平面 方程 为 
64 二 2v155 ,34+6V155  。 
7 一 十 一 3 一 0 
79 9 


例 4 已 知 平面 x 与 三 个 坐标 平面 所 围 的 四 面体 的 体积 
为 4 个 立方 单位 ,并 过 点 4(2,1,0) 和 B(1,1, 广 ), 求 平面 的 
方程. 站 

解 ” 设 平面 x 的 方程 为 


ILI 
a b C 


守 - 


由 于 平面 元 过 点 A(2,1,0) 和 B(1,1, 坟 ), 故 有 


2 
十 = ] (1) 
1 1 3 
Tp 二 下 一 1 (2) 
根据 已 知 条 件 ,还 有 
abc=6X4.- 
即 ac 一 24 (3) 
1 31 30,_4,_ 2x 1 


0 一 24, 即 0 一 27, 故 c=3, 于 是 有 a 二 4,6= 二 2, 所 以 平面 * 


的 方程 为 
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村 十 六 十 可 一 1 
例 5 求 过 点 PC4,0, 一 1) 且 与 二 直线 
7 172 与 1 并 一 y 一 z 一 3 
(27z 一 y 一 z 一 2 22 十 4y 一 z 一 4 
都 相交 的 直线 的 方程 . 
解 过 点 P(4,0, 一 1) 的 直线 为 


XxX—4. y _ z+] 


从 Y .ZZ 
1 过 点 M,C1,0,0) 方 向 向 量 v1 二 (0,3, 一 3) 
过 点 M,(1,0, 一 2), 方 向 向 量 v= 二 {5, 一 1,6}. 


由 于 要 求 的 直线 与 1、 都 相交 ,所 以 有 
13 0 —1 


Te 
A—13Y—3Z=0 


5 一 16 
解 得 X:Y:Z=15:3: 一 8， 

故 所 求 的 直线 方程 为 

Z 一 4 yy xx 十 1 


15 3 一 8 
评注 例 5 用 的 是 过 点 P(4,0, 一 1) 的 直线 束 . 
例 6 平面 "平行 于 平面 2x 一 3z 十 5 二 0 且 原 点 到 的 距 
离 为 2, 求 x 的 方程 . 
解 "平行 于 已 知 平面 ,可 设 r 的 方程 为 
2z 一 3z 十 一 0 
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其 法 方程 即 一 2 + 一 0， 义 原 点 到 r 的 距离 为 2， 


A 
有 一 一 二 2， A 二 2 . 蕊 
1 得 Yili3. 所 以 rx 的 方程 是 


2+ 一 3z 十 2 Vv13 一 
小 结 ”用 平面 束 的 原理 求 平面 方程 ,一 般 先 根据 某 个 已 
知 条 件 可 确定 平面 属于 某 个 面 束 , 写 出 该 面 束 的 方程 ,再 根据 
另外 的 已 知 条 件 求 出 面 束 的 参数 的 比值 或 值 ,从 而 得 到 所 求 
的 平面 方程 . 用 平面 束 解 题 思路 清晰 ,计算 简单 ,是 一 种 很 好 
的 方法 . 


/3 
1. 求 与 平面 3 十 ?一 * 十 4 一 0 平行 且 在 oz 轴 上 截 距 等 于 2 的 平面 


方程 ， 
十 537 十 < 一 0 
2、 求 过 直线 1 


有 目 与 平面 x:x 一 4y 一 8z 十 12 二 0 交 成 
z 一 ?十 4 一 0 


区 的 平面 方程 


3, 求 过 两 平面 ?x 十 y 一 z 十 1 二 0,x 十 y 十 2z 十 1 二 0 的 交 线 , 且 平 行 
于 连结 点 4(2,5, 一 3) 与 B(3, 一 2,2) 的 直线 的 平面 方程 . 
4. 试 证 二 直线 
nl: 有 A rTBy 二 Cz 二 Di 二 0 Ns:Asrt+ Byt+Csz+ Di3=0 
ro: Ast+BytCz+ Do=0 lx:iAsrtByt+Czt+D,=0 
在 同一 平面 的 充 要 条 件 是 
4，B，C，DD， 
4， B, C, Db, 
A; B，C， DD, 
A, B, C, D, 
5. 设 一 平面 与 平面 x 十 3y 十 2z 二 0 平行 , 且 与 三 坐标 轴 围 成 的 四 面 
体 的 体积 为 6, 求 这 个 平面 的 方程 


1 3 
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6. 求 过 平面 ez 一 y 上 3s 一 1 一 0 和 < 十 2y 卡 = 一 0 的 交 线 且 平 行 于 平 
面 5z 一 3y 十 2< 一 3 一 0 的 平面 . 

7. 证 明 三 个 平面 7z 十 4y 十 ?xz 十 1=0,zr 十 27 十 3< 一 1 一 0.2z 一 y 一 z 
十 2 一 0 通过 同一 杀 百 线 . 

8. 设 二 个 平面 : Ax 十 By 十 Cix 十 D;= 二 0 一 1,2,3) 相 交 于 一 点 ,证 
明 过 这 区 点 的 所 有 平面 的 方程 都 具有 形 

A(Az+ Biy+Ci+ Di)+ A Azrt Byt+ Ct Dt A Art 
Bay+ Cz+ Di)=0 : - (Cx) 
其 中 ?十 ?十 家 ? 关 0， : 
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第 8 章 ”曲面 和 空间 曲线 


曲面 和 空间 曲线 是 解析 几何 讨论 的 主要 内 容 . 本 章 主要 
介绍 曲面 和 空间 曲线 的 常用 方法 及 其 应 用 ,特别 是 对 球面 、 柱 
面 、 锥 面 和 旋转 曲面 中 的 常用 方法 将 作 专 门 讨论 


8.1. 曲面 的 方程 


一 ,基本 内 容 

1° 在 空间 坐标 系 下 ,给 定 方程 与 其 图 形 的 关系 

给 定 方程 
PFCzyyyz) 一 0 (1) 
和 一 个 曲面 三 . 如 果 : 

也 坐标 满足 方程 (1) 的 点 均 在 曲面 三 上 ， 

凶 曲 面 王 上 任 一 点 的 坐标 均 满 足 方程 (1), 则 方程 (1) 呈 
。 ”曲面 的 普通 方程 ,而 曲面 叫 方程 (1) 的 图 形 . 
2° 在 空间 坐标 系 下 ,将 坐标 zx、y 和 z 表 成 两 个 变数 和 


T= 工 (0 7) 
| =yuv) (SuSbcSvad) . (2) 
lz = z(u,v) 
如 采 : . 
QD 对 于 u,v 的 每 一 对 值 ， (2) 确定 的 点 (z， yx) 者 在 某 
一 曲面 > 上 ; 
四 曲面 3 上 每 一 点 的 坐标 都 可 由 某 一 对 xz,v(a 委 x 委 2， 


c 委 v" 委 d) 通 过 (2) 确 定 , 则 称 (2) 为 曲面 三 的 参数 方程 ,xz,v 为 

3° 曲面 的 参数 方程 

式 (2) 也 可 写成 和 拓 量 形式 

r=7rQv), (aub,c Rud) (3) 

”其 中 xz,y,z 和 zuv) yy(Uo0),z《Usv) 分 别 为 和 7(u,v) 的 
分 量 . 这 时 (2) 又 叫 曲 面 的 坐标 式 参数 方程 . 

二 .常用 方法 及 应 用 举例 

对 空间 曲面 的 研究 ,有 一 个 基本 课题 ,就 是 在 具体 的 坐标 
系 下 求 已 知 曲面 的 方程 .下 面 用 具体 实例 介绍 已 知 曲面 求 其 
方程 的 常用 方法 . 
，” 例 1 已 知 定 平面 x 与 定 直线 /平行 , 求 与 它们 的 距离 之 
比 为 常数 的 点 的 轨迹 方程 . 

解 以 定 直 线 ! 为 z 轴 ,通过 / 目 与 平面 二 平行 的 平面 为 
yox 面 建立 空间 直角 坐标 系 . 可 设 定 平面 x 的 方程 为 x 二 4， 
M(z,y;z) 是 满足 条 件 的 任意 一 点 . 据 动 所 M 满足 的 条 件 有 


ir—al=& Ty (4) 
其 中 有 汪 0 为 弟 数 .将 (4) 化 简 整 理 得 四 
(kh: — Dr ht+2ar—a =0 / (5) 


因 将 (4) 北 简 整 理 成 (5) 是 同 解 变形 , 故 (5) 就 是 所 求 轨迹 的 方 
往 ， 
评注 ”从 本 例 可 见 , 求 动 点 产生 曲面 的 普通 方程 可 采 用 
如 下 步骤 : 

i" 建立 适当 的 空间 直角 坐标 系 ; : 

2° 将 曲面 上 动 点 M(x,y,z) 满 足 的 茶 件 表 为 一 个 等 式 ， 
并 用 坐标 表示 之 ; 

3° 将 等 式 化 傈 整理 得 一 个 关于 x+,y,3 的 方程 ; 
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4° 讨论 所 得 方程 是 否 为 动 点 产生 的 曲面 方程 ， 


“这 与 平面 上 已 知 曲 线 求 其 方程 类 似 .. 
例 2 . 已 知 平面 x 在 三 坐标 轴 上 和 鹤 距 之 和 为 定 值 , 求 原 点 
在 平面 x 上 的 射影 的 轨迹 方程 . 
解 ” 设 平面 7 的 方程 为 
r: 寺 十 六 十 云 一 1 6) 
ay pyc 满足 
a 十 5 十 c= 二 有 ( 定 值 ) (7) 


又 设 原 点 在 平面 + 上 的 射影 为 M(x,y,z), 则 点 M 的 坐标 x， 
yz 满足 (6) ,并 且 
= 了 = (8) 
p C 
式 消去 (6)、(7)、(8) 中 的 参数 a.5、c, 并 化 简 整 理 得 
(xXy 十 yz 十 zx)(x* 十 yy 十 2 *) 二 kryz 
其 中 xyz 天 0, 这 就 是 所 求 轨迹 方程 . 
评注 ”通过 本 例 可 知 , 求 动 点 产生 曲面 的 普通 方程 ,可 将 动 点 
满足 的 条 件 表 成 含 个 参数 的 n 十 1 个 等 式 ,然后 从 这 十 1 个 等 
式 消去 个 参数 而 得 轨迹 方程 ,此 为 求 曲面 的 普通 方程 的 常 
用 方法 之 一 (请 续 阅 8》8. 4 例 5、6). 
例 3 半径 为 a 的 动 圆 与 一 定 直线 ! 始终 共 面 ， 并 且 贺 必 
与 /相距 为 6(5 汪 a 之 0). 求 动 圆 绕 1 作 螺旋 运动 产生 的 曲面 
的 参数 方程 . / 
解 ” 如 图 8 一 1 所 示 , 以 定 直 线 1 为 > 轴 建 立 空间 直角 坐标 
系 ,假定 动 圆 初始 位 置 之 圆 心 为 (0 ,0,0) ,并 且 动 圆 绕 ! 运动 的 角 
速度 为 w, 直线 运 动 速度 为 v,t 秒 以 后 , 动 圆 中 心 为 已 ,MGzyy， 
=) 为 动 圆 上 任 一 点 ,已 .M 在 xoy 面 上 的 射影 分 别 为 P、M , 则 
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有 rzOP =wt,PP=vt, 叉 设 人 LP PM 二 ?O09 之 27x), 则 
OM =OP + PM 
一 六 十 asing 
MM = vt — acosg 
于 十 | 
/ i=OM=OM+MM 
一 / (B 十 asinpycoscut 
十 jb 一 asing)sinet 
十 天 (vt 一 zcosg) 
又 7 一 rr 十 y 十 xA, 故 
T= (6 asing)coswt 


| 0 所 1<2r 


y = (6 + asing)sinwt 一 ce < 所 十 oo 


(10) 


la=vt— aCcOsSp 

(9),(10) 分 别 是 动 圆 
产生 曲面 的 矢量 式 和 坐标 
式 参数 方程 . 
评注 1? 求 曲面 的 参 
数 方程 , 除 要 建立 适当 的 
空间 直角 坐标 系 外 ,还 应 
选取 两 个 适当 的 参数 ,只 - 
有 做 到 这 两 个 “适当 ”, 才 
能 容易 地 求解 . 

2° 通 常 根据 不 同 问题 
选取 和 角度、 斜率 .距离 .时 。. 加 
间 速度、 位移 等 几何 参数 或 物理 参数 ,并 注意 两 个 参数 的 相 
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. 图 8 一 1 


互 独立 性 . 

3° 在 (9) 或 (10) 中 , 令 v=0， , 则 得 贺 环 面 的 参数 方程 

” 例 4 ”已 知 直线 久 :7 二 7; 十 vit, (i 二 1,2) 为 两 条 异 面 直线 ， 

点 4, 五 分 别 在 总 上 移动 ,点 M 分 4B 成 定 比 (4 闫 90, 一 1)， 求 
点 M 的 轨迹 的 参数 方程 . 

解 设 ACi 十 wf),BCrz 十 vat ),MCr). 则 由 定 比 分 点 
公式 得 

六 = 二) 二 (入: 十 5)] 

即 
本 二 


这 就 是 所 求 轨迹 矢量 式 参数 方程 ,其 中 v 一 [iv 一] 是 
参数 


评注 吻 见 见 所 求 轨迹 是 过 定点 MiCZ 上 2 二 ), 且 与 直线 


/4: 均 平行 的 平面 ,这 里 充分 利用 直线 .平面 的 矢量 式 方程 ， 
使 解法 衡 音 明了， 

例 5 求 曲面 x* 十 y/ 二 a*z* (a 之 0) 的 参数 方程 . 
| 解法 一 “由 曲面 方程 易 知 ,曲面 上 的 点 (z,y,z) 满 足 
-co<zryyz 反 十 cc, 先 令 az 一 wx( 一 co<a< 十 co), 代 入 曲面 
方程 有 ry = , 故 可 再 设 T=ucosv, y=—usinv (0Sv<2n) 
故 曲面 的 参数 方程 为 


二 UCOSU 


?7 二 


、 一 ce 二 < 二 5 
一 usin 
> " OU 2 


ut 
这 一 一 一 
ud 


解法 二 、 令 y 一 ztgu( 一 之 x<< 二 ), 代 入 曲面 方程 得 
QZ 二 十 xsecu，, 故 设 xz 一 "( 一 co<<z 所 十 co) 便 得 曲面 的 参数 方 


程 
二 UV 
A n 
: 一 二 UU 
y = vtgu 2z2 2 


2 ， 
2 一 十 一 SeCct 
a 


Mr 


评注 “在 由 己 知 曲面 的 普通 方程 求 其 参数 方程 时 , 因 出 
发 点 不 同 ,可 得 到 不 同形 式 的 参数 方程 . 但 这 些 参 数 方程 及 原 
方程 之 间 必 须 互相 等 价 , 因 为 它们 代表 同一 曲面 . 为 了 保证 方 
程 间 的 等 价 性 ,确定 参数 的 范围 十 分 重要 . 参数 范围 与 原 方程 
中 xz,y,z 的 范围 是 紧密 联系 的 ,在 求解 过 程 中 只 要 处 处 留心 
这 一 点 , 便 不 难 准 确 确定 参数 范围 . 
例 6 求 曲 面 Cz 十 1 一 交代 十 z) 一 xz 一 0 的 参数 方程 ， 
解 ” 从 曲面 的 普通 方程 可 解 得 
> 二 (TX 十 1) 一 y 
i+ | 
令 zl=wy (<u<+) ,y=tgv(—F<v<5), 代 入 


(11) 得 z= 二 《xw: 一 1)siniv, 故 得 曲面 的 参数 方程 为 


T= utgv—!]1 
一 ce 所 & 所 十 co 


y = tgv Wi x 
\ 2~"~s 


(11) 


| 
] 
\ z= (uC— 1)sin’vw 


评注 “一般 地 ,者 从 曲面 王 的 方程 (1) 中 解 出 一 个 坐标 ， 
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比如 能 用 zy 表示 >: 

2 一 f(x,y) (12) 
则 选取 两 个 适当 的 二 元 函数 x 一 z (uv),y 一 (y (u,v), 然 后 
结合 (12) 便 可 得 曲面 的 参数 方程 

X= XUV) ， 

| 一 (UL 了) 

z 一 fru 0) yu Vv)) = z(u,v) 
其 中 e 委 xx 委 0c 委 v" 委 d. 若 能 从 曲面 的 参数 方程 消去 参数 , 则 
可 得 曲面 的 普通 方程 ,但 同样 要 注意 方程 的 等 价 性 . 

例 7 求 曲 面 四 


(Oo 区 十 co yo 十 大 Oo 刘 为 常数 旦 都 大 于 0) 的 普通 方 
解 由 湖面 的 参数 方程 易 知 ,曲面 上 的 点 (x,y,z) 满 足 


- x,y 之 0, 并 且 
 _ 本 
a wv 
yy _ yy 
pb uu 十 vv 
1 
Wm 


前 二 式 平方 相 加 再 利用 第 三 式 有 
十 半 一 + 一 1 (zy 之 0) 
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这 就 是 了 所 求 的 普通 方程 . 

小 结 ”本 节 用 实例 介绍 了 已 知 曲面 求 其 普通 方程 和 参数 
方程 以 及 两 种 方程 互 化 的 常用 方法 . 求 曲面 的 普通 方程 各 参 
数 方程 都 应 在 适当 的 坐标 系 下 进行 ;前 省 关键 是 如 何 将 曲面 
上 点 的 特征 转化 为 等 式 , 后 者 重要 的 是 如 何 选 到 两 个 适当 的 
参数 . 在 进 三 两 种 方程 互 化 时 ， 应 特别 注意 方程 的 等 价 性 . 


习 题 8.1 


1. 已 知 定 直 线 ， 与 定 平面 x 和 惟 直 , 求 与 声 们 的 距离 之 关 为 党 数 的 
点 的 轨迹 方程 . 

2. 求 动 点 M 的 轨迹 方程 ,已 知 线段 OM 的 中 点 在 曲面 (ry z) 
一 0 上 . 

3. 求 到 两 异 面 直线 距离 平方 和 为 定 值 的 点 的 轨迹 方程 . 

4. 动 点 MH 到 二 个 平面 x 十 y 十 x 一 0.x 一 z 二 0.4 一 2y 十 zx 二 0 的 距离 
平方 和 为 9, 求 点 M 的 轨迹 方程 . 

5. 三 点 A4,B,C 分 别 在 三 坐标 轴 上 移动 , 若 作 ABC 面积 为 定 值 , 求 
原点 在 平面 4BC 上 的 射影 的 轨迹 方程 . 

6. 长 为 pb 的 线段 4A8 在 直线 :上 滑动 ,MM 为 直线 ! 外 一 定点 , 求 与 
点 M ,4 ,8 等 距 之 点 的 轨迹 方程 ， 

7. 半径 为 RR 的 贺 平 行 于 平面 x 二 a, 且 沿 方向 Ln:n 作 平 移 , 求 该 
圆 产生 的 轨迹 的 参数 方程 . 

8. 已 知 两 个 动 点 坐标 为 Pw,0) .QV ,0,.0)( 一 00 之 wv 过 十 00)， 
若 P,Q 在 变动 中 还 保持 线段 PQ 平面 y 二 x 平行 , 求 直线 PQ 产生 曲 
面 的 参数 方程 与 普通 方程 . 

9. 求 下 列 曲 面 的 参数 方程 

CDy: 一 和 ar (2 二 十 于 = 

(3)7x2 =x 二 y (十 光一 六 < 一 性 十 1 一 0 

10. 求 曲面 = {5cosu 十 5v.5sinw 十 3v,2 十 2v} 的 普通 方程 ,其 中 
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0 和 7 一 2m， 一 Ge 所 二 十 Se， 


“ 38.2 空间 曲线 的 方程 
一 、 基 本 内 容 : 
1° 在 空间 坐标 系 下 ,给 定 方程 
F, (zy， Zz) 二 0 
人 F(x,y,2) 一 0 
和 一 曲线 7， 如 果 加 坐标 满足 方程 组 (1) 的 点 均 在 曲线 ! 上 0 
曲线 ;上任 一 点 的 坐标 均 满 足 方程 组 (1), 则 (1) 叫 曲线 1 的 
一 般 方 程 。 . 
2 曲线 2 的 一 般 方程 是 不 唯一 的 ,相交 于 1 的 任 二 不 同 
曲面 的 方程 联 立 均 是 曲线 /的 一 般 方程 . e 
3 在 空间 坐标 系 下 ,将 动 点 坐标 TY, 表 成 变数 £ 的 函 
数 表 达 式 


(1) 


T= 工 (t) / | 
4 二 y(t) (a 二 +6) (2) 
xz 一 过 (上 ) 


如 果 久 对 于 :的 每 一 个 值 ,由 (2) 确 定 的 点 C(x,y,z) 在 一 条 有 曲 
线 1 上 ;@ 曲 线 !/ 上 每 一 点 的 坐标 ,都 可 由 4e 委 超凡 的 菏 一 
个 值 通过 (2) 得 到 , 则 (2) 叫 曲线 7 的 参数 方程 ,t 叫 参 数 . 
4” 曲线 1 的 参数 方程 (2) 常 常 写成 矢量 形式 
r=70(4) (Qt (3) 
zyya 和 x() ,y(t) ,z(t) 分 别 表 示 7 和 7 (C2) 的 分 量 , 这 时 (2) 
又 叫 曲 线 的 坐标 式 人 参数 方程 . : 
二 常用 方 半 及 应 用 欠 例 
例 1 设 定 直线 /垂直 于 定 平面 x, 动 点 以 到 /与 x 的 距 
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离 之 比 为 定 值 4, 且 点 M 在 定 直 线 ! 上 的 射影 为 定点, 试 求 点 
M 的 轨迹 方程 . 

解 ” 取 和 定 平面 x 为 xoy 面 ， 定 直线 1 为 轴 建 立 空间 站 
. 角 坐 标 系 ,并 设 动 点 MCz,y,z) 在 7 上 的 射影 为 (0,0,a) (a 为 
稍 数 ). 据 题 意 得 ” . 
之 一 地 
化 简 整理 得 点 M 的 轨迹 方程 
: [7 十 一 人 0 

之 一 

注意 ,在 化 简 整 理 过 程 中 ,前 后 方程 是 否 同 解 至 关 和 重要， 

例 2 已 知 4， B,C 为 不 玉生 二 是 属 ， 求 写 上 4， B,C 等 
虐 的 点 M 的 轨迹 方程 . 

解 ” 以 和信 4BC 的 外 心 为 原点 ,平面 4BC 为 xoy 面 建立 
空间 直角 坐标 系 . 设 A(a;,az,0),B(b,6b,0),Cle,c,0)， 
M(zsy,z), 则 因 O4= 二 OB=OC 得 

A 二 0 二 人 十 人 = 二 ci 十 


再 据 题 意 得 
-VC 一 6 十 (一 多 十 
EAC te 
整理 得 


(al 一 Dr 二 (as 一 b)y 一 0 
al 一 cz 十 (as 一 cy 一 0 
由 于 4,B,C 不 共 线 , 故 
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所 以 
本 一 0 
yy 一 0 
此 邑 点 M 的 轨迹 方程 ,可 见 所 求 轨迹 即 为 > 轴 . 
评注 1 从 两 例 可 见 , 已 知 曲 线 求 方程 与 已 知 曲 面 求 方 
程 在 方法 上 是 类 似 的 ， 
2° 曲线 的 一 般 方 
定 同 解 ,因此 ,常常 用 
较 简 单 的 方程 去 代替 
形式 上 较 复杂 的 同 解 
方程 . 
, 例 3 一 质点 从 球 
面 x: 十 y 十 zx: 二 R: 上 
的 点 A4CR,0,0) 出 发 ， 
一 方面 在 球面 上 朝 北 
作 等 线 速 运动 , 另 一 方 
面 绕 着 x 轴 作 等 角 速 
旋转 , 试 求 该 质点 轨迹 的 参数 方程 . 
解 ”如 图 8 一 2 所 示 , 设 质 点 运动 的 线 速度 为 v、 和 角速度 为 
w,t 秒 后 质点 运动 到 点 M(x,y,z) 的 位 置 ,M 在 zoy 面 上 的 射 _ 


影 为 M , 则 人 CG,OM)=wt, (OM ,OM) = 到 由 


72 = OM = OM + MM 
和 类 
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~ 一 ut 全 Ut. Tp. Ut 
r 一 Reos coswt 十 JRcos -~sinwt + ERsin 一 (4) 
R R 人 
VU ~ ~ 区 4 
令 必 一 0 -三 4 由 7 一 7 十》 7 Hz 记得 
= Recosatdcosgd 


y= Reswatsing | (0 三 4 二 元 ) (5) 


/ 2 = Rsinag / 

(4)、(5) 分 别 是 质点 轨迹 的 矢量 式 和 坐标 式 参 数 方程 . 

例 4 已 知 平面 >(xso) 一 六 十 az 十 pw 其 中 2,p 是 互 午 
的 单位 矢量 , 求 以 点 CCro) 为 中 心 ,R 为 半径 , 且 在 已 知 平面 
上 的 圆 的 参数 方程 

解 设 M(r) 为 圆 上 任意 一 点 ,ay,( CH) = 4, 由 于 
CN . 闪 面 ， TCR， 坟 

CM = 一 qaRcos0 十 RSsinC6 


所 以 由 了 = OC -CM 得 所 求 圆 的 矢量 式 参 数 方程 
六 一 > 十 2Rcosg 十 Rsing . (O00 < 27) 
特别 一 /2 一 7 时 , 圆 的 参数 方程 为 
(T= 十 Reosg | 
?= + ein (0 0 < 27) 
之 一 2, 
评注 ”从 以 上 两 例 可 见 ， 求 曲线 的 参数 方程 同 求 曲面 的 
参数 方程 一 样 ,重要 的 是 做 到 两 个 “适当 ”, 即 建立 适当 的 空间 
坐标 系 ,选取 一 个 适当 的 参数 ， 
例 5 求 曲 线 > r= {a(cost sint) .bl(cost— sint) ,csin2t) 
(a,b,C 这 0, 一 22 之 1 之 十 品 ) 的 一 般 方 程 . 
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之 一 Q(coS 十 sint) 
， 一 DGcos 一 sint) 


之 二 csiIn2t A 


消去 :得 曲线 的 一 般 方程 为 


jz 二 =a?(1 十 之 ) 
C 

2 .12/1 各、\ 
光一 六 (1 ~ ) 


评注 已 知 曲 线 /的 参数 方程 (2), 若 能 消去 参数 , 则 可 
得 其 一 般 方 程 (1). 反之 , 若 从 曲线 7 的 一 般 方程 (1) 能 解 出 两 “ 
个 坐标 ,比如 用 > 可 表示 zy:， 
工 一 Bfz)， y= yy(z) (8) 
则 令 = 为 + 的 某 一 函数 < 二 z(z) (a<t<<b) 并 结合 (6) 就 得 曲线 
1 的 参数 方程 四 
T= (z(t)) rt) 
y=) yt) (at) 
: > 一 z(f) | 
例 6 求 曲线 
[+2y 7 3 2sinz = 5 
(2z 一 y 一 6z 十 sinz 一 0 


的 参数 方程 . 
解 从 曲线 的 一 般 方程 可 解 得 . 
rz 一 3z 十 1 
yy 一 Sinz 十 2 


令 x 二 1( 一 oo<t 二 +o0) 代 入 上 式 便 得 曲线 的 参数 方 各 
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一 3 十 1】 
siny 42 (一 ce 所 上 所 十 oo) 
一 -了 
笑 殊 情况 下 ,空间 曲线 可 为 平面 昌 线 ， 考查 一 曲线 是 否 为 
平面 曲线 的 常用 方法 如 下 例 所 示 . 
例 7 试 证 曲线 z=# 十 1 ,y= 一 5， 2 是 平面 
曲线 ,并 求 所 在 平面 方程 . 
解 ” 设 平面 方程 为 4r 十 By 十 Cz 十 D==0, 将 曲线 方程 代 
入 并 整理 有 
(4 十 已 一 C) 十 (一 58 二 3C+(4 十 D) =0 
今 A+B—-C=—5B8+3C=A+D=0 
可 解 得 
A:B:C:D = 2:3:5:(— 2) 
因此 所 给 曲线 为 平面 曲线 ,所 在 平面 为 
27z 十 3y 十 5z 一 2 一 0 
评注 ”此 平面 也 可 从 曲线 的 方程 消去 参数 zt 得 到 ,从 而 
证 得 曲线 为 平面 曲线 ,者 平面 曲线 方程 用 一 般 式 给 出 ,也 可 用 
同 解 变形 求 出 所 在 的 平面 ,比如 曲线 
27 十 2y 十 2 二 2 
四 十 如 十 对 一 1 
妃 十 多 一 1 
zz 二 0 


因此 曲线 在 平面 z===0 上 . 

”人 例 8 试 证 Viviani 曲线 
十 玫 十 妇 一 人 
[r+y—ar=0 
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在 一 抛物 柱 面 上 . 
证 明 将 Ty 十 zz = Ty ar= 0 相 减 并 整理 
得 
z 一 一 at 一 wa) 
22 十 好 一 az 一 0 
一 一 上 (zz 一 4a) 
也 是 Viviani 曲线 的 一 般 方 程 , 它 表明 曲线 在 抛物 柱 面 xz* = 
| —a(r—a) 上 . 


小 结 ”本 节 用 数 例 介绍 了 已 知 曲 线 求 其 一 般 方程 和 参数 


方程 以 及 两 种 方程 互 化 的 一 些 常用 方法 求 曲 线 的 一 般 方程 ， 


是 将 曲线 上 点 的 特征 转化 为 两 个 不 同 解 的 方程 ,此 二 方程 联 
立 并 作 进 一 步 化 简 就 得 曲线 的 一 般 方程 . 求 曲 线 的 参数 方程 ， 
是 在 建立 适当 的 空间 坐标 系 和 选取 一 个 适当 的 参数 后 ,将 曲 
线 上 动 点 的 坐标 表 成 这 个 参数 的 函数 , 同 曲面 方程 一 样 ,在 对 
”曲线 的 一 般 方程 和 参数 方程 互 化 时 ,要 注意 方程 的 等 价 性 . 


习 题 8.2 


1. 在 曲面 zy 一 > 上 求 一 条 曲线 ,使 该 曲线 在 xoy 面 上 的 射影 是 曲 
线 y 二 x: ,z 二 0， : 

2. 过 点 Pla,b,c) 有 一 动 平 面 ,该 平面 与 三 坐标 轴 分 别 交 于 4,B,C 
三 点 , 且 四 面体 OABC 的 体积 为 定 值 , 试 求人 ABC 的 重心 产生 的 轨迹 
方程 ， 

3. 已 知 点 4(1,0,0)， 有 (0， 2,3) , 求 使 四 面体 OABC 的 体积 为 5 且 到 
原点 距离 为 3 的 点 C 的 轨迹 方程 ， 

4. 设 有 一 条 起 点 在 < 轴 且 与 z 轴 王 直 的 动 射线 ,一 方面 它 的 起 点 
从 坐标 原点 出 发 ,以 等 线 速度 a 沿 工 轴 正 向 运动 , 另 一 方面 射线 以 等 角 
速 w 绕 z 轴 旋 转 ,射线 上 有 一 质点 从 射线 起 点 开始 ,以 等 线 速度 4 向 身 
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线 方 问 前 进 , 求 该 质点 运动 轨迹 的 参数 方程 . 

5. 设 点 已 为 定点 ,Q 为 一 条 圆柱 螺 线 上 任意 一 点 , 求 线段 PQ 中 点 
的 轨迹 方程 ， 

6. 求 双 曲 螺 线 -= {achi,ashi :6bt}) 的 一 般 方 程 . 

7, 求证 曲线 += 二 e'{acost,asint.b) 在 锥 面 记 (x 十 y) 二 az? 上 .* 

8. 求 下 列 曲线 的 参数 方程 z 


r= Za, 272 一 了 9 十 1 二 0， 
(1) (a,b>0) (2) 
y= 2bz; 3.ry 一 3 一 2 十 4 一 各; 
x: 十 y= 二 1 : 
wt 
Ty 


“9, 证明 曲 线 (1)z 一 站 十 外,y 一 2 十 2 十 1 一 引 一 和 (2)2 妇 十 妈 十 
2z 一 1,y 二 十 x 为 十 面 曲线 . 
10. 证 明 曲 线 x 7 27’ 十 2? 一 1 为 球面 曲线 


38.3 曲线 产生 曲面 


一 .基本 内 容 | z 
1° 曲面 的 产生 一 般 有 两 种 方法 ,一 种 是 将 曲面 看 作 具 有 
某 种 几何 特征 的 点 的 集合 ; 另 一 种 是 将 曲面 看 作 由 动 曲线 依 
某 种 规律 运动 产生 的 , 即 所 谓 曲线 产生 曲面 
2 已 知 曲 线 族 方程 为 ~ 
J (XYZ,A)=0 


(A AE hb) (1) 
IF, CGzovz = 0 四 
若 从 (1) 能 消去 而 得 | 
F(X,y,2) = 0 (2) 
则 方程 (2) 即 曲线 族 (1) 产 生 的 曲面 方程 
一 般 地 ,一 个 售 有 个 参数 和 和 , 罗 的 曲线 族 


F, (XY, ,A » ,A,) 一 () 
(3) 


F(X YT ,A ,A,) 一 人 
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其 中 4 个 参数 适合 ?一 1 个 关系 式 
RAs hh) = 0,7= 1,2,.n— 1 (4) 
出 (3),(4) 共 十 1 个 式 子 震 能 消去 个 参数 入 ,4,,… 入 就 可 
得 曲线 族 (3) 产 生 的 曲面 方程 ， 
二 .党 用 方法 及 应 用 举例 
求 曲 线 族 产生 的 曲面 方程 的 常用 方法 是 : 先 求 出 曲线 族 
的 方程 ,并 且 者 其 中 含有 ”个 参数 , 则 要 找 出 这 个 参数 应 满 
足 的 ”一 1 个 关系 式 , 然 后 设法 消去 这 ?个 参数 而 得 一 个 关于 
ZK,y ,ZZ 的 方程 ,必要 时 化 简 整 理 就 得 曲面 的 方程 . 
例 1 求 直 线 族 
让 十 yY 二 Az 二 0 
3 一 Ay 十 z= 二 4 
产生 的 曲面 方程 ， 
解 ” 从 直线 族 方程 消去 4 得 
yy 十 十 XxXy 十 3Xz 十 TX 十 y= 二 0 


《一 ce 之 A4< 过 十 00) 


即 为 所 求 . 
例 2 求 与 三 条 直线 
j 一 ) Mt | 
TX 二 1 [r=—1 LS5z 十 3z 一 4 一 0 
均 共 面 的 动 直线 产生 的 曲面 方程 . 


解 ” 因 动 直线 与 1,4: 共 面 , 则 利用 平面 束 可 得 动 直 线 的 
方程 为 : 
| (5) 
yy 十 zz 十 pz 十 ii) 一 0 


其 中 4、4 为 参数 , 它 与 直线 5: 共 面 , 则 
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he TE rt fe A ie pe le 


各 


A 1 一 ] 一 4| 
+ 1 | “0 
4 3 0 一 DD 
5 0 3 一 4 
|l . 
Au 十 1 二 0 (6) 


(5) 是 曲线 族 方程 ,(6) 是 两 个 参数 满足 的 一 个 关系 式 , 从 
(5) , (6) 消 去 参数 4%, 就 得 动 直线 产生 的 曲面 方程 
例 3 = 知 册 绕 二 1:z' 二 2py,+ 一 0. 现 使 / 的 大 上 在 直 级 


一 六 一 本 上 滑动 ,并 保持 ! 所 在 平面 与 平面 zx 一 0 平行 .开口 
方向 不 变 , 求 此 曲线 运动 产生 的 曲面 方程 


解 设 动 曲线 的 顶点 为 (x ,y ,z ), 则 其 方程 为 
(z—2z):= 2p(y— y) 
人 ， 7 (7) 
A 
又 点 (Zz ,y ,zx ) 在 直线 芽 一 六 一 本 上 ,因此 
7 yz z 
] 7 3 (8) 


从 (7),(8) 消 去 参数 + ,y ,z 即 得 曲面 方程 
9z 十 2 一 6rz 十 4pz 一 26y 一 0 
例 4 点 4 在 圆 习 十 交 一 2az 一 0,z 一 0 上 ,点 已 在 > 轴 
上 ,并 保持 CQ4=O5 , 求 直线 48 产生 的 曲面 方程 ， 
解 ” 设 A(zri,Y1,z1) ,BC(0,0,z2), 则 直线 48 的 方程 为 
并 且 
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Xi 二 yf! 一 2aXx! 二 0 
zz! 二 0 (10) 
[x 十 十 2 二 : 
从 (9),(10) 消 去 zy yziyzs 得 曲面 方程 
(zz 十 光一 2az)2 一 zz2 二 y:) 

-评注 请 将 以 上 各 例 介 绍 的 方法 与 3 8.1 中 例 2 所 用 方法 
相 比 较 , 找 出 异同 点 . 

小 结 本 节 主 要 介绍 了 求 昌 线 产生 曲面 的 常用 方法 . 从 
实例 可 见 , 求 动 曲线 产生 的 曲面 方程 ,一 般 有 选 参 数 、 写 曲线 
族 方程 . 找 参数 满足 的 关系 式 、 消 参数 等 四 个 步 又 . 参数 个 数 
以 多 少 为 宜 ,要 依 具体 问题 确定 . 不 过 应 注意 ,参数 选 得 愈 少 ， 
消 参 数 和 化 简 可 能 全 方便 . 

”解析 几何 中 讨论 的 许多 曲面 都 可 看 作 由 曲线 产生 的 ， 因 
此 ,掌握 本 节 介 绍 的 常用 方法 很 有 必要 


习题 8.3 


1. 求 直线 子 二 = 六 绕 z 轴 作 螺旋 运动 产生 的 曲面 方程 
2. 过 原点 作 直 线 族 


二 VY 
a 2 


(4 为 参数 ,a,6b 之 0) 
M( 工 十 立 ) 一 = 
的 相交 垂 线 , 求 这 些 垂 线 的 轨迹 方程 . 

3. 已 知 直 线 1,z=a,z==0, 在 上任 取 一 点 ,在 平面 COZ 内 作 以 
O 为 心 ,OC 为 半径 的 圆 . 求 这 些 圆 产生 的 轨 壕 方程 ， 

4. 动 直线 与 曲线 1;y:=zx,z 二 0 相交 , 昌 与 直线 x 二 y==z 平行 , 求 动 
直线 产生 的 曲面 方程. | : 
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5. 已 知 抛物 线 / .x 二 yz==0. 在 ! 上 任 取 一 点 忆 ， 作 以 P 为 心 ,及 为 
半径 ,并 且 所 在 平面 与 yox 面 平 行 的 圆 , 求 这 样 的 圆 的 轨迹 方程 ， 
6. 求 与 直线 


-zt = 及 贺 . Ty 一 Csx 一 1 
同时 相交 的 直线 产生 的 轨迹 方程 

8. 通过 两 已 知 异 面 直线 分 别 作 一 平面 ,使 两 平面 瑟 相 垂直 , 求 两 平 
面 交 线 产生 曲面 的 方程 | i 


38.4 球 面 
一 ,基本 内 容 
1. 球面 方程 的 几 种 常 匈 形 么 
也 标准 方程 


(Xz 一 To 十 《2 Yo) 十 (之 一 zo) 一 RR: (1) 
其 中 心 是 (x。 ,yo,z0) ,半径 是 R. 
因 参 数 方程 
T= Xo 十 ReosOcosgy, -0 Lo on 


、 
y= y+ Reosbsing, x ge < (2) 
zz 一 2, 二 Rsingd z 2 
其 中 心 是 《xo ,yo ,zo) 半 径 是 R. 
矢量 方程 : 
(rr.) :=R’ (3) 


其 中 心 是 CCr,) ,半径 为 R. 特别 地 ,中 心 在 原点 ， 半生 为 民 的 
球面 的 矢 基 方程 为 
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四 一 般 方程 


二 Hettytc tp (4) 


其 中 心 是 (一 今 , 去 ,一 5)， 半径 是 六 AFB TC 4AD,. 

2. 球 面 的 切线 、 平面 

@ 与 球面 交 于 两 个 重合 点 的 直线 叫 球面 的 切线 球面 的 
切线 与 球 心 距离 为 球面 的 半径 ， 

凶 过 蒜 面 上 一 点 的 所 有 切线 产生 一 个 平面 , 叫 球面 在 这 
一 点 处 的 切 平面 .球面 (1) 上 点 Mi《xi,yi,z1) 处 的 切 平 面 为 

(zi — TO) Cr — 0) + Cy — yo) yO— yo) 
二 (zi 一 zo)(z 一 2Zo) =R 

而 球面 (4) 上 点 1 Co 处 的 切面 为 


TT 十 yy 十 ziz 十 全 (z+) 十， Fy+) | 


Card pe 


3. 两 球面 的 交角 
两 球面 21,3, 在 茶 公共 点 了 外 的 交角 定义 为 它们 在 这 所 
外 的 切 平面 的 交角 ,其 交角 公式 为 | Ed 
RR? Ri—d: 
COs9 = + RR 元 (5) 


其 中 及, 丽 分 别 是 马 , 马 的 半径 ,d 为 球 心 距离 . 
从 (5) 知 ,两 球面 交角 与 点 已 在 交 线 圆 上 的 位 置 无 关 ,:， 
推论 ”两 球面 直 交 的 条 件 是 R' 十 Ra 
若 球面 方程 为 
5 zy 十 x+ Azri+By+Cz+D,= 00=1,2) 
由 (5) 便 得 交角 公式 - 
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AiA, + 有 0 + CC — 2D — 2D, 


cosp 二 十 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 
NVA? 二 BIC 4DINVNAi+ B+C? 一 4D， 
, (6) 
从 而 直 交 条 件 为 / | 
A44;,— BB, + CC, = 2D + 2D, 
4. 球面 来 


已 知 两 球面 f(x,y,z) 圭 Tz: 十 yy 一 zz: 十 Ax 十 Biy 十 Ciz 
十 D:==0G==1,2), 则 以 此 二 球面 交 线 圆 为 基 贺 的 球面 束 方程 
是 / z 
A (+xwf=0 (Wp 0) 
已 知 圆 方程 为 
zyyyz) 三 太 十 六 十 于 十 447z + By+Cz++D=0 
(Tr,y2) Er+wy 二 G+H=0 
则 以 此 圆 为 基 圆 的 球面 束 方程 是 
了 三 二 多 一 0 
二 .常用 方法 及 应 用 举例 
1. 求 球面 的 方程 
例 ] 求证 :球面 了 :zx 十 y* 十 z* 十 2zx 一 16z 十 56 二 0 与 平 
面 x:z 十 2y 十 2z 十 3 一 0 相 离 ,并 求 与 球面 和 平面 均 相 切 且 
与 三 球 心 连 线 垂直 于 平面 x 的 球面 方程 . 
证 明 ”将 球面 三 的 方程 配方 得 
(z 十 1) 十 史 十 (zz 一 8) 一 9 
故 球面 的 中 心 为 C( 一 1,0,8) ,半径 R=3. 


又 点 C 到 平面 + 的 距离 
| 一 1 十 0 十 16 十 3| - 
d (CT) 三 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 6 一 大 
v1 十 4 十 4 


所 以 球面 三 与 平面 x 相 离 . 
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过 点 C 与 平面 x 垂直 的 直线 是 
J +1_y 
”1 “2 2 
易 求 得 直线 ! 与 球面 卫 交 于 点 忆 (0,2,10) 和 点 人 (一 2, 一 2， 
6) 与 平面 x 交 于 点 R( 一 3, 一 4,4). 据 题 意 , 所 求 球面 有 两 个 ， 
他 们 分 别 以 PR 和 QR 为 直径 ,因此 其 方程 为 
zz 二 3) 二 (一 2)(0 十 人 十 (< 一 10)(< 一 4) 一 0 
与 (ZX 十 2) (zx 十 3) 十 (y 十 2)(y 十 4) 十 (z 一 6)(z 一 4) 二 0 
上 Z 十 多 十 xz 十 3z 十 2y 一 14z 十 32 一 0 
与 TX 十 十 z 十 5X 十 6y 一 10z 十 38 二 0 
评注 1 从 本 例 知 ,将 球面 的 一 般 方 程 (4) 化 为 标准 方 
程 (1) ,用 配方 法 即 可 完成 . 
2° 一 般 地 , 若 球 面 2 中 心 为 点 C, 半 径 为 及 ,点 C 到 已 知 
平面 x 的 距离 dlc ,x)>>R(=R, 二 R), 则 球面 3 与 平面 x 相 
离 ( 相 切 , 相 交 ). z 
3” 者 已 知 球面 三 的 一 条 直径 端点 为 4ACzi,y1,z1) 和 8B 
(zt;，,y2,z2) , 则 ZZ 的 方程 为 : 
“(TT— XT TX) ym yy 一 入 ) 十 


(z 一 zi)(>z 一 Zr) 一 0 


这 只 要 设 P(z,y,z) 是 球面 三 上 的 动 点 ,由 人 户 | 瑟 P 便 可 扒 
得 . 


y _ zz—8 


例 2 求 中 心 痊 直 线 1:z=4 十 2t,y= 二 一 8 一 毕 ,z 二 2 十 1 
上 , 且 过 两 点 4(2, 一 3,6),B(6,3, 一 2) 的 球面 方程 . 
解 因 所 求 球面 中 心 在 已 知 直 线 ! 上 , 故 可 设 中 心 为 
CC4 十 2t ,一 8 一 给,;2 十 外, 由 点 C 与 4,B 等 距 得 
(4 十 2 一 2 十 (一 8 一 和 相 十 3)? 十 (2 十 t 一 6) 
二 (4 十 2t 一 6)? 十 (一 8 一 毕 一 3)? 十 (2 十 十 2) 
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化 简 整理 得 := 一 2. 于 是 中 心 为 CC0,.0,0) ,半径 R=1CA|: 
一 49, 改 所 求 球面 方程 为 
Z 十 儿 十 z 一 49 

评注 本 例 是 根据 已 知 条件 先 求 球面 的 中 心 和 半径 ，, 然 
后 写 出 球面 的 方程 ,此 为 求 球面 方程 的 常用 方法 之 一 . 

例 3 求 过 点 (4,1,0,) (2 一 3,4),(1,0,0) 且 与 球面 < 
十 y 十 z* 十 5X 一 20 二 0 直 交 的 球面 方程 . 

解 设 x 人 十 y + +4z 十 区 十 Cs 十 局 0 为 所 求 ， 因为 


过 已 知 三 所 ,所 以 
144 十 有 十 D+17=0 加 
24 二 38+T4C+D+29=0 0) 


A 二 D+1=0 
又 所 求 球面 与 已 知 球面 直 交 ， 故 


54 一 2D 十 40 一 0 8) 
由 (7),(8) 可 解 得 
4=60.B=2,C=-4D=5 
故 所 求 球面 方程 为 | 


TT: 十 十 z* 一 67 十 2y 一 4z 十 5 二 0 / 
评注 本 人 名 是 用 得 定 系数 法 求 球面 方程 此 为 求 球面 方 
程 常用 方法 之 二 . 
例 4 求 与 平面 z 十 2? 一 5 一 0 相 切 ， 且 包 仿 贺 + 4 
z 二 0 的 球面 方程 . - 


解 圆 的 方程 即 为 
化 十 十 zx? 二 和 4 
(Iiz=0 
设 所 求 球面 方程 为 
”二 十 一 4) 十 4 一 0 
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“ 它 的 中 心 为 (0,0, 一 傅 ) ,半径 为 二 V 克 十 16: 根据 球面 与 平面 
2 5 一 0 相 轨 得 
| | J 一 了 VA 十 16 
: Xx 十 yy 十 zx* 士 2zx 一 4 二 0 

为 所 求 球面 方程 . 

评注 本 例 是 用 球面 束 知识 求 球面 方程 ， 此 为 求 球面 方 
程 常 用 方法 之 三 . 

2. 水 与 球面 相关 的 轨迹 方程 及 证 明 题 举例 

例 5 ”过 原点 , 且 半 径 为 定 值 尺 的 球面 交 三 条 坐标 轴 于 
A,B,C 三 点 ， 求人 ABC 的 重心 的 轨迹 方程 ， 

解 设 A4BC 的 重心 为 (X,Y,2), 则 4(3X,0,0)， BOO, 
3Y ,0) ,CC0,0,32). 再 设 点 O,A,BB ,C 在 球面 

x 二 yy 十 zz 二 zr 十 Fy 十 Gz 二 0 
上 , 则 
二 (本 FO)=R (9) 
有 里 : 
9X’ + 3EX=0 
| 二 3FY 二 0 (10) 
92? 十 3GF = 0 
从 (9),(10) 消 去 上 ,Ff,G 得 
Xz2: 十 YY: 十 Z2 一 SR: 
因此 ,A4BC 的 重心 轨迹 方程 是 
人 2 二? 2 SR 
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例 6 已 知 球面 过 定点 , 且 截 一 条 定 直 线 得 到 的 弦 长 是 
定 值 2, 求 这 样 的 球面 中 心 的 轨迹 方程 ， 
解 ” 取 定 直线 为 z 轴 建 立 空间 直角 坐标 系 ,并 使 定点 在 
x 轴 上 , 设 其 坐标 为 (a,0,0). 假定 球面 交 定 直线 于 (0,0,z1)， 
(0,0,zs) ,球面 中 心 为 (x,y,z), 则 据 题 意 
(Cz 一 0 十 天 十 2 
一 十 十 (zz 一 21)" 
=T 十 yy 十 (zC 一 2s)" 
且 lzi— zl=/ 
三 式 消 去 z1,z: 得 所 求 轨迹 方程 
dz 一 8azr 十 4a 一 个 二 0 
例 7 ”点 了 与 半径 为 R 的 球面 中 心 相距 为 m0<m<<R)， 
过 己任 作 三 条 两 两 互 垂 的 弦 . 求证 :三 弦 平 方 和 是 定 值 
证 明 设 点 了 荐 符 标 碌 点 ,球面 方程 为 
(Tr—m) +y++z =R 
并 设 过 尸 的 三 条 两 两 互 竹 的 弦 的 方程 为 
To LcCOSu, 
L. |， 一 tcOsb, 
[> 一 tcCOSY. 
其 中 cosai;,cospBiscosY; 是 1(i 二 1,2,3) 的 方向 余弦 ,将 4 的 方 
程 代 入 球面 方程 知 
大 — 2(mcosa)t,+m— R=0 
据 韦 达 定量 知 , 球 面 在 直线 / 上 截 得 的 弦 长 a 满足 
&: 一 (2zzcosaw) — 4 人 (1 一 R’) 
=4m’cosia, — 4m’ 十 4R = 1,2,3 
因此 三 弦 平 方 和 为 
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De =4m’ (Zeos’) 一 12m’ 十 12R 


一 12R: — gm: ( 定 值 ) i 
例 8 求证 两 贺 / 
sl “与 
之 .二 0 和 z 
sl 
IK 十 y 十 z= 二 1 


在 同一 球面 上 ， 
” ”证明 过 5 的 球面 方程 为 | | 
zy 十 zi 一 4 十 入 一 0 (GD 
过 S: 的 球面 方程 为 
Ti 十 六 十 xz? 一 2T 一 2y 一 2 十 
K(X 十 yy》 十 zx 一 1)= 二 0 (12) 


令 (11),(12) 的 一 次 项 系数 及 常数 项 相等 得 
0 二 一 2 十 4 0 一 一 2 十 
1 一 Ap， 一 4 一 一 2 一 bp (13) 
从 (13) 解 得 1 一 wk=2. 即 当 )= wx 一 2 时 ,5(11),(12) 表 示 的 球面 
重合 ,因此 圆 $,,S: 在 同一 球面 x’? 十 y’ 十 z* 十 2z 一 4 二 0 上 . 
评注 大 (13) 是 矛盾 方程 组 , 则 二 圆 不 可 能 在 同一 球面 
上 . 仿照 本 例 , 读 者 可 推 求 一 般 情 况 下 ， 两 轿 在 同一 求 面 上 的 
条 件 ， 
3. 未 国 的 中 心 和 半径 
例 8 求 球面 
2 十 和 十 和 一 6z 十 47 一 2z 一 86 一 0 
与 平面 
r:2z 一 27y 一 zx 十 9 一 0 
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的 交 线 图 的 中 心 和 半径 ， 
解法 一 ”球面 的 中 心 是 C43， —2,1)， 半径 R, 二 10， 过 
点 C" 与 平面 x 垂 直 的 直线 是 


一 2 2 ] 
直线 1 与 平面 x 的 交点 即 C( 一 1,2,3) 便 是 交 线 圆 的 中 心 ,而 
交 线 圆 半径 R= Ri 一 1C,Cl|:==8. 

分 析 “ 交 线 圆 的 中 心 和 半径 分 别 是 以 此 圆 为 大 圆 的 球面 
的 中 心 和 半径 ,因此 ， 问题 可 转化 为 求 球面 的 中 心 和 半径 . 用 
球面 束 知识 可 解 此 题 . 

解法 二 ”过 交 线 圆 的 球面 方程 可 设 为 

Ty 二 Tz 6r+4y— 22 
一 86 十 A(2r7 一 2y 一 < 十 9) 二 0 
即 
x 十 十 z? 十 / 十 (24 一 6)7 十 (4 一 ZNy 
二 (一 2 一 jz 一 86 十 94==0 
其 中 心 为 (3, 一 4,4 一 2， 1 十 仿 )， 半径 及 一 V 9 类 一 724 十 400， 
插 中 心 古 标 代入 2 _2 9- 0 得 1 一 4， 故 所 求 中 心 为 
(一 1,2,3) ,半径 R=8.， 

小 结 ”本 节 介 绍 了 求 球面 方程 、 有 关 球面 的 轨迹 方程 与 
证 明 以 及 求 圆 的 中 心 和 半径 的 常用 方法 . 球面 是 特殊 而 又 重 
要 的 曲面 ,寻求 球面 的 方程 以 及 利用 球面 的 性 质 求 解 轨 迹 方 
程 和 证 明 题 是 解析 几何 的 基本 内 容 . 


习 题 8.4 


“1. 试 求 中 心 是 (4,5， 一 2), 旦 与 球面 下 十 十 2 一 4 一 127y 十 36 一 0 
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相 切 的 球面 方程 . 
2. 一 球面 中 心 是 (1， 3,3)， 目 与 十 闻 十 寻 一 4 交 成 60* 角 , 试 求 其 方 
程 ， 由 
3. 求 过 三 点 (4,1 1,0),(2,—3,4)(1, 0， 0) 且 与 平面 as 十 2 一 = 
相 切 的 球面 方程 . 
4. 求 四 面体 = 91y=0,57+ 1 + 3 0， ,37 一 123 寸 4 一 0 的 内 名 
球面 方程 . 

5, 求 包含 圆 zx? 十 y? 十 2 _25,z 十 2y 十 3 一 5 有 过 原点 的 球面 方程 ， 

6. 求 与 直线 人: 这 一 这 一 2 和 凡 : 子 一 区 要 的 于 
中 心 轨 迹 方 程 . : 间接 

7. 点 M(a,B,7) 为 球面 (x 一 yy bb): (sc 一 民 外 一 定点 ， 
过 点 M 作 平 面 截 球面 于 一 个 实 圆 ， 求 该 加 中 心 的 轨迹 方程 

8. 求 证 :两 个 球面 

ZT 十 十 Az+t+ By 和 +Czt D= 00= 1,2) 

交 线 圆 所 在 平面 为 

(4 一 4D)zr 十 (Bi 一 By 十 (CC 一 Chz 十 (CD 一 Di)=0 

9. 设 平面 x 与 球面 了 相 离 , 求 证 ;以 x 上 任 一 点 PP 为 中 心 ,P 到 3 
的 切线 长 为 半径 的 球面 过 两 个 定点 . / 

10. 已 知 两 加 所 在 平面 平行 ,求证 :此 二 网 在 同一 -球面 上 的 充 要 条 
件 是 中 心 连 线 与 二 圆 所 在 平面 三 直 . 

11, 求 圆 
z2 十 风 十 双 一 2z 一 4y 一 3 一 0 
| 


的 中 心 和 半径 ， 
98.5 柱 面 
一 .基本 内 容 


1° 空间 内 写 一 定 曲线 ! 相交 的 一 族 平 了 直线 产生 的 曲面 
379 


叫 柱 面 , 曲 线 : 叫 柱 面 的 准 线 ,平行 线 的 方 阿 中 柱 面 的 方向 
平行 线 中 的 每 一 条 叫 柱 面 的 母线 ， z 

2° 在 空间 坐标 系 下 ,曲面 的 方程 如 不 含 茶 个 变量 ， 则 此 
曲面 为 母线 平行 于 与 这 个 变量 同名 的 坐标 轴 的 柱 面 : 

如 方程 五 十 冰 一 1， 三 =ly 一 2pz 均 不 含 *, 它 们 
表示 母线 平行 于 = 轴 的 柱 面 ,分 别 叫 椭 贺 柱 面 , 双 曲 柱 面 和 扫 
物 柱 面 ; 因 方程 均 是 生 次 的 , 故 统 称 二 次 柱 面 . 

3” 以 曲线 1x 二 x(《w),y 二 y(4),z 二 z(w) (a 二 u 夸 5) 为 准 
线 , 和 :7:2 为 方向 的 柱 面 的 参数 方程 为 : 


T= TX) Xv 

| CC 二 二 站 

?一 YL) 十 了 也 加 (1) 
: 一 ce 所 所 十 oof 

z = zx(u) 十 Zr 


4" 以 曲线 ! 为 准 线 ,平面 x 的 法 方向 为 方向 的 柱 面 叫 帕 
线 1 对 平面 的 射影 柱 面 ， 它 与 平面 x 的 交 线 叫 曲线 ?在 上 
的 射影 
二 .常用 方法 及 应 用 举例 
已 知 柱 面 的 准 线 是 
/A (X,Yy,2)=0 
“|F, (yz 一 0 
方向 是 X:Y:Z ,那么 求 柱 面 方程 的 常用 方法 是 : 设 (zo,yoyzo) 
”是 准 线 上 任 一 点 , 柱 面 过 (zx,,y。,zo) 的 母线 方程 为 = 


之 一 Yo YY > ”0 
其 中 TosYyo ,zo 满足 
F (Tos Yn ,20) 一 9 
| ， C3) 
F(xo ,yn vsun) = 0 


380 


由 曲线 产生 曲面 知识 知 ,从 (2) ,(3) 消 去 参数 rivy va 就 得 柱 
面 的 方程 . 比如 
例 1 已 知 柱 面 准 线 方程 为 
人 
zz 十 (yy 一 3)2 十 z2 一 4 
方向 为 1:1:( 一 1); 试 求 其 方程 
解 ” 准 线 方程 可 化 为 
人 十 所 ) 一 7 
2y 一 3 一 0 
设 (zu,yo,zo) 是 准 线 上 任 一 点 ,过 该 点 的 母线 方程 为 


Xo YY 之 20 


] 1 一 ] ， (4 ) 
而 
人 
(5) 
2yo—3 二 0 


从 (4),(5) 消 去 zoyyoy*z 便 得 所 求 柱 面 方程 
(27 一 27y 十 3) 关 十 (2y 十 2z 一 3) 一 了 

评注 “在 采用 上 述 方法 求 柱 面 方程 时 ,其 准 线 和 方向 必 
须 明显 , 厂 不 明显 , 则 应 先 求 准 线 和 方 问 . : 

例 2 求 外 切 于 两 个 球面 十 y 十 z= 二 4,x 十 (y 一 2) 十 
(z 一 1) 二 4 的 柱 面 方程 ， 

分 析 ”此 题 中 所 求 柱 面 的 准 线 和 方向 尚 不 明显 ,应 先 求 
准 线 和 方向 . 所 求 柱 面 甚 线 应 同时 与 给 定 二 球面 相 切 , 故 球 心 
连 线 方向 是 柱 面 方向 ., 而 准 线 可 取 作 过 一 球面 中 心 且 与 连 心 
线 慌 直 的 平面 各 该 球面 的 交 线 . 

解 现 已 知 球面 中 心 为 (0,0,0) ,C0,2,1) , 故 所 求 柱 面 方 
问 为 0:2:1, 而 准 线 可 取 为 : 
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全 y 二 z= 二 4 


2y 十 之 二 0 
由 
TXo YY Z Zo 
0 2 1 
To 十 十 Z 二 4 
2yw 十 2 一 0 


消去 zo,yo，zo 得 所 求 柱 面 方程 
5x 十 yY 十 42* 一 4yz 一 20 二 0 . 

在 求 加 杜 面 方程 时 , 除 用 前 述 常 用 方法 外 ,还 可 根据 立柱 
面 的 几何 特征 去 求 ,请 看 | 

例 3 已 知 圆柱 面 的 轴 是 2;:z 十 ?一 0,z 一 y 十 zx 一 0, 并 且 
过 点 M,(2,2,3), 试 求 其 方程 ， 

解法 一 ”根据 圆柱 面 上 的 点 到 其 轴线 的 距离 相等 的 几何 
杆 人 征求 其 方程 . 轴 的 方程 为 1 一 本 一 本, 设 MGz,y,z) 是 ， 


1 2 
出 柱 面 上 任 一 点 , 则 
dM,l) = dM lL) 


代入 坐标 有 
zz xX {(— 1.1,2)| _ 1(2,2,3} XxX {— 1,1,2)| 
|{ 一 1,1,2}| = 1,1,2}| 
化 简 整 理 得 : : 


52 二 5Y 十 2z- oy 二 0 (6) 
解法 二 ”利用 坐标 变换 求 圆 柱 面 方 程 . 圆柱 面 的 半径 R 
一 dd ,7 一 V11. 以 直线 /为 = 轴 作 坐标 变换 
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1 
z -一 天 (xz 十 y) 

VD ” 
y 一 - 妆 代 一 ?十 
里 1 | . . ” 
2 一 -一 一 (CC 一 yy 一 2z) 
Hv 

见 图 柱 面 有 新 方程 
:二 y= 11 


将 变换 式 代入 就 得 圆柱 面 在 原 坐标 系 下 的 方程 
3(T 十 YY 十 2(zT 一 y 十 2z)* = 二 66 
化 简 整理 即 为 (6)， 
解法 三 居 放 转 面 知识 来 轩 术 面 廊 程 所 求 圆柱 面 和 
为 4 -= 袜 一 二 ,过 Mo 的 母线 为 m! 一 一 一 <“. 直 
线 m 统 ! 旋转 即 生 成 所 求 回 柱 面 履 据 施 转 面 知 识 ,从 
十 十 2 一 XX 十 y 十 2 
一 (zz 一 To 十 4 一 yo 十 230z 一 2o) 一 0 


To 4 yo 一 “2 一 : 


一 】 ] 2 

消去 zoyyno ,20 便 得 圆柱 面 方程 (6). 

评注 上 例 中 求 圆柱 面 方程 的 几 种 解法 ， 内 不 需要 先 去 
求 准 线 方程 . 

例 4 求 以 曲线 1x: 十 y 十 z: 二 1,2x?: 十 2y :十 z': 二 2 为 鹤 
线 , 一 1:0:1 为 方向 的 柱 面 方程 . 

解 ” 准 线 / 方 程 可 化 为 z! 十 二 1,z 二 0 其 参数 方程 为 
TX 二 cosa, y 二 Sing,x 二 0(《(0 芝 a 奈 27), 据 (1), 所 求 柱 面 参 数 方 
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六 一 COSQ 一 于 
yy 一 SIna | 0 < 人 
一 ceo 所 上 二 十 2 
四 
消去 a,t 得 柱 面 的 普通 方程 
zx 十 二 zx 十 2X2 一 1 二 0 
”评注 若 柱 面 的 准 线 方程 较 易 化 为 参数 方程 时 , 则 可 先 
号 出 柱 面 的 参数 方程 ， 然后 消去 参数 而 得 普通 方程 ,此 法 往往 
比较 简捷 . / 
例 5 已 知 柱 面 方 同 是 1:0:1， 母线 是 曲面 2 十 2Xxy 十 之 十 
1 二 0 的 切线 , 试 求 其 方程 . 
分 析 本 例 中 所 求 柱 面 准 线 方 程 不 易 求 得 , 故 难以 采用 
本 节 开 始 介 绍 的 方法 .但 知 柱 面 的 母线 与 一 二 次 曲面 相 切 , 故 
可 利用 一 元 二 次 言 程 的 判别 式 求解 本 题 ， 
解 ” 设 任 一 母线 方程 为 一 一 一 5 二 一 一 ,其 中 (zo， 
yoyxo) 是 切 点 ， 将 zo 二 + 一 tf y= yo zt 人 代入 z+27ry+z 
1 
一 《2T 十 2y 十 tt 二 (x 十 2zy + z+1D=0 
和 于 Gaugeven) 是 雪上 故此 方程 有 重 根 , 所 以 、 
A 一 (2z 二 2y 十 1)2 一 4(zz +2ry+z+1)=0 
整理 得 曲面 方程 
4y 十 47 十 4y 一 4z 一 3 二 0 z 
;评注 一 般 地 , 当 柱 面 方向 给 定 ,又 知 母线 与 某 一 二 次 曲 
面相 切 时 ， 均 可 采用 本 例 中 介绍 的 方法 . 
求 曲线 对 某 平面 的 射影 柱 面 , 即 是 求 以 此 曲线 为 准 线 , 平 
面 的 法 方 回 为 方向 的 柱 面 , 因 此 ,可 利用 前 面 介 绍 的 方法 去 
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求 ,而 求 曲 线 对 坐标 面 的 射影 柱 面 方程 . 又 可 采用 特殊 的 消 元 
法 . , 
例 6 求 曲线 zx: 十 2y' 十 z? 二 1,x 十 x? 二 y 对 zoy 面 的 射 
影 柱 面 方程 . / 
解 ”从 曲线 方程 消去 得 
2 六 十 yy 一 1 一 0 


即 y= 或 y 一 一 
曲线 上 的 点 (zyy,z) 满 足 y=x? 十 z? 之 0, 故 取 
， 


将 ,i z* 十 2y* 十 z* 一 1 得 


人 十 开 一 已 


玉昌 线 上 的 点 清 足 |z|<- 2 ,于 是 所 求 射影 柱 面 方程 是 
/7 


y》 二 dz| < ~ ) 
”评注 从 本 例 可 知 , 求 曲线 对 坐标 醒 的 射影 柱 面 ,不 能 草 
率 地 从 方程 消去 某 一 变量 就 算得 到 了 ,要 注意 有 没有 附加 的 限 
制 条 件 . 并 且 , 有 的 曲线 方程 不 一 定 能 消去 指定 的 某 一 变量 . 
例 7 化 简 曲 线 方 程 / 
2xz: 十 2y% 一 3z 一 6 一 0 
上 
解 ” 从 曲线 方程 消去 z 而 得 曲线 对 yoz 面 的 射影 柱 面 方 
程 
一 3z 十 39 
同样 ,消去 z 得 曲线 对 zoy 面 的 射影 柱 面 
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2 十 并 一 1] 
因此 ,曲线 方程 可 简化 为 
(y= 3z 二 5 
(2927+ y=]1 
例 8 求证 :方程 FCr,y,z) 寺 4x: 十 25y 十 zx? -4xz— 207 
一 10z 二 0 表示 以 1:0: (一 2) 为 方向 的 柱 面 . 
1 明 设 (zyvyoyxo) 是 曲面 上 任 一 点 . 故 F(xo, Yn, zo). 
作 直 线 + 二 zo 十 i,y 王 yo'z 二 zo 一 2t, 代 入 曲面 方程 并 整理 得 
关于 上 的 恒等式 
0 姑 十 0 十 0 三 0 
所 以 整 条 直线 在 曲面 上 . 由 (zxo,yo,zo) 的 任意 性 知 曲 面 为 一 
族 以 1:0:( 一 2) 为 方向 的 平行 直线 组 成 , 故 是 柱 面 , 且 以 1:0: 
(一 2) 为 方 问 . 
小 结 本 节 介 绍 了 求 柱 面 方程 的 若干 常用 方法 . 若 已 知 
柱 面 的 准 线 和 方 问 ,可 采用 求 曲 线 产 生 曲 面 的 一 般 方法 求 方 
程 ; 对 于 圆柱 面 , 除 一 般 方法 外 ,还 可 根据 圆柱 面 的 几何 特征 
采用 等 殊 方法 求 方程 ;必须 明日 ,并 不 一 定 要 和 匈 求 得 柱 面 的 准 
线 才 能 求 方程 . * 
: 习题 4. 5 
1 求证 :以 上 (xr,y) 二 0,z 二 0 为 准 线 .L:m:n 为 方向 (n 闯 0) 的 柱 面 
方程 为 
Flr— ey 一 二 xz) =0 
2. 求 以 曲线 
[十 2 二 4a 
1 十 y: = 3ar 
(ca>>0) 为 准 线 ,母线 平行 于 > 轴 的 柱 面 方程 . 
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3, 求 以 区 
(zz 十 132 十 (十 2 十 (一 27 一 36 
zi 十 (y 十 2)? 十 (z 一 1): 二 25 
为 准 线 的 圆柱 面 方程 
4. 已 知 柱 面 方向 是 一 2:1:2, 母 线 与 球面 zy 十 2 一 2x—4y~4z 
一 1 相 切 , 试 至 少 用 三 种 方法 求 柱 面 的 方程 . 
5. 求 曲面 到 十 艺 十 于 一 1 的 外 切 圆柱 面 方程 
6. 已 知 两 个 平面 4z 十 By 十 Ciz 十 Di=04=1,2) 相 交 于 直线 1, 求 
证 : 方程 (4x By Cs+ DY +t At Byt Crt D) 一 R: 表 示 一 
个 母线 平行 于 直线 /的 柱 面 . 
7. 求 曲线 y= 二 zx,z 二 x 对 z 十 y= 二 0 的 射影 柱 面 , 
8， 已 知 有 曲线 2x? 十 3y? 十 x? 二 1,y 十 x 二 0. 求 :(1) 对 xoy 面 的 射影 柱 
面 :(2) 在 平面 x 十 y 十 2z 二 5 一 0 上 的 射影 . : 
9. 求 以 曲线 二 ,13f2 ,4t) 为 准 线 ,以 3:1:( 一 1) 为 方向 的 柱 面 方 
程 . 


38.6 锥 耐 


一 ,基本 内 容 
: 1” 空间 内 过 一 定点 了 与 一 定 曲 线 ! 相交 的 直线 族 产生 
的 曲面 叫 欠 面 ,定点 了 叫 锥 面 的 项 点 , 定 曲线 ! 叫 锥 面 的 准 
线 ， oe 条 都 叫 锥 面 的 母线 . 
2° 一 个 关于 > 一 zo,y 一 ysx 一 26 的 齐 次 方程 表示 顶点 在 
(xzoyyoyzo) 的 锥 面 ; 反 过 来 ,一 个 以 Czoyyoyzo) 为 顶点 的 锥 面 
可 用 关于 z 一 zoyy 一 yz 一 zo 的 齐 次 方程 来 表示 ， 
3° 方程 ax 十 by 十 cz* 二 0(abc 关 0) 表 示 以 原点 为 项 点 ， 
坐标 轴 为 对 称 轴 的 二 次 锥 面 , 特 别 地 ,比如 a=5,ac 过 0 时 ,ax? 
十 by 十 cz 二 0 表示 以 原 扣 为 顶 上 太 ,z 轴 为 轴 , 半 顶 角 ax 满足 
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tg'4 二 一 一 的 圆锥 面 ;反之 ,以 原点 为 顶点 .< 轴 为 轴 , 半 顶 角 
为 a 的 圆锥 面 方程 为 x 十 y 一 z tg a 二 0， 
4" 以 PKzoyyyzo) 为 顶点 ,曲线 二 :z= 一 Tu) yy 一 y(C) ,> 
一 z(U) Cs 魏 0) 为 准 线 的 锥 面 参 数 方程 为 
X= vu) 十 no — vv) 
y= vy(W) TT yoll ov) 四 (1) 
z = vz(u) zo(l — v) 
二 .部 用 方法 及 应 用 举例 
已 知 锥 面 的 顶点 是 P(a,2,c), 准 线 是 
F(X,ys2)=0 
FE, (zyz7y 一 0 
那么 求 锥 面 方程 的 常用 方法 是 , 设 (zv,yvz) 是 准 线 / 上 竹 一 
点 ,过 该 点 的 母线 方程 为 


工人 一 二 二 一 一 (2) 


其 参数 Tos YY) ,Zo 满足 
Flr yn) = 0 
F(Xo yoo) = 0 
从 (2),(3) 消 去 zo,yo…zo 即 得 锥 面 方程 . 
例 1 将 点 (5.0,0) 投 射 到 曲线 1;x 十 2y 二 1,X 十 2y 一 
z 二 0 上 各 点 , 求 投射 直线 产生 的 曲面 方程 . 
解 所 求 曲面 是 以 点 P(5,0,0) 为 项 点 ,曲线 /为 准 线 的 
锥 面 . 设 Czxo,yo,z:) 是 71 上任 一 点 , 锥 面 过 此 点 的 母线 方程 为 


7Zo 一 5 Vo 立 0 


(3) 
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;十 2 一 1 
人 ” (5) 


Xo 十 2Yy0 一 Zo 一 0 
从 (4)， C5) 消去 zo，yo，zZo 便 得 所 求 曲 面 方 程 
(x — 5)* — 146y: — 24z’ + 4Cx — 5)y 
一 2(z 一 5)z 十 96yz 一 0 
评注 用 上 述 方法 求 锥 面 方 程 ,其 顶点 坐标 及 准 线 方程 
都 应 是 明显 的 , 若 不 然 , 则 应 先 求 顶点 和 准 线 .  ， . 
”在 求 圆锥 面 方程 时 ， 除 用 上 述 方法 外 ， 还 可 考虑 利用 加 和 
面 的 几何 特征 去 求 ,请 看 “ 
，” 例 2 求 以 4(5,0,0) 为 项 点 ,母线 与 球面 xz 十 y 十 z 二 9 
相 切 的 圆锥 面 方程 
解法 一 “以 顶点 4 为 中 心 ,点 4 到 已 知 球面 的 切线 长 = 
V 术 一 束 二 4 为 半径 的 球面 与 已 知 球 的 交 线 
| 一 5 十 十 二 
Z 十 yy 十 z= 二 9 
即 - 


-He 


消去 xzoyye*ze 便 得 所 求 圆锥 面 的 方程 
389 


9x’* — 16y’: — 16z* — 90x 二 225 二 0 (6) 
解法 二 、 易 见 所 求 圆锥 面 顶点 是 A(5,0,0), 轴 为 + 轴 ， 


半 顶 角 “ 满足 tga= 广 ,因此 直接 有 方程 
: 一 CCz 一 5)*? 十 十 z* 二 0 

化 简 整 理 即 得 C6). 

”解法 三 ” 易 见 所 求 圆锥 面 半 顶 名 9 满足 cosb 一 世 < , 轴 方 
向 是 了 , 设 P(z， 7 是 国 能 面 上 办 于 大 4 的 任 一 & 则 

cos( AP 7) = 土 < 三 

代入 坐标 有 | 
To 4 


i 


Mii 5 
化 简 整 理 得 (6) ,又 顶点 4(5,0,0) 满 足 (6) , 故 (6) 为 所 求 圆 锥 
面 方程 . 

解法 四 ” 设 任 一 母线 与 球面 x: 十 十 zx? 二 9 相 切 于 点 
(Xo A ,之 o) , 则 母线 方程 为 


To0 yy 2z 
站 D Yn 之 0 
于 是 


5 二 itz 一 5 一 wa 一 对 7) 

将 (7) 代 入 安 十 天 十 拉 一 9 并 整理 有 

[ (之 一 5 十 风 十 玉 放 十 10Cr 一 5) 十 16 一 0 
因 (zs ,yz) 是 切 点 ,所 以 上 方程 有 重 根 , 故 

A=25(r— 5)7 16[(x— 5 二 +y 二 xz:] 二 0 
整理 便 得 (6). 

评注 “从 本 例 可 见 .巧妙 地 利用 圆锥 面 的 几何 特征 求 其 
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方程 ,有 时 是 十 分 简捷 的 . 

一 般 地 ,从 一 点 同 某 二 次 曲面 (rx,y,z) = 二 0 所 引 人 切线 产 
生 的 曲面 叫 该 二 次 曲面 的 切 锥 面 , 求 二 次 曲面 的 切 锥 面 方 程 / 
常 采用 例 2 中 介绍 的 解法 四 . 

例 3 求 原点 为 项 点 ,x? 一 2z 十 1 二 0,y 一 z 十 1 二 0 为 准 线 - 
的 锥 面 方程 . 

解 ” 准 线 的 参数 方程 是 


据 式 (1) 可 得 锥 面 的 参数 方程 


WU 


?一 六 (只 一 Da (一 ce 所 zz 所 十 oo) 


一 3 十 1)v 


消去 xm 使 得 曲面 的 普通 方程 
\ Xx 二 Ty 一 z= 二 0 
评注 大 锥 面 的 准 线 方程 较 易 化 为 参数 式 , 则 可 直接 利 
用 (1) 写 出 锥 面 的 参数 方程 ,然后 消去 参数 便 得 曲面 的 普通 方 
程 . : 
例 4 平面 2z 十 y 一 > 一 0 与 二 次 锥 面 4z 忆 一 交 十 3 二 一 0 交 
于 一 对 直线 ， 求 芝 对 再 线 的 方程 ， 
解法 一 ”由 
1422 一 只 十 3z2 一 0 
t2z 十 yy 一 > 一 0 
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消去 z 得 z 
8 十 6zy 十 和 一 
分 解 有 
” (27 十 y)(47 二 y)==0 
因此 2 十 0,4z 十 y 一 0 分 别 是 两 直线 对 zoy 面 的 射影 平 
面 ,它们 分 别 通过 两 直线 , 故 


2z 十 3 一 0 -14 十 yy 一 0 
27 十 了 一 & 一 0 3 人 CT 二 yy 一 zz 一 0 
为 所 求 直线 的 方程 
解法 二 由 


(14x 一 y 十 3 一 0 
1 
上 分 淹 与 基因 点 《0,0， 0) 的 连 线 


2 


=p 
pm 


二 ， 
一 工 2 0 一 1 
就 是 所 求 直 线 的 方程 
习题 86 

1 已 知 4(3, 一 1, 一 2) 处 有 一 点 光源 ， 求 昌 线 局 十 y _ zz- 
十 z 一 0 在 zoy 面 上 的 影子 的 方程 . 

2. 求 以 原点 为 顶点 ,以 平面 + 十 y 十 2 二 a 开导 各 童 你 面 都 相 可 的 加 
为 准 线 的 锥 面 方程 . 

3. 求 曲面 x: 十 yy 二 2az 的 切 锥 面 方程 ,已 知 它 的 顶 点 的 欠 面 方程 ， 
已 知 它 的 项 点 为 (0.5,0). 

4, 求 以 r= 二 ({t,f2,t)} 为 准 线 ,A(1.5,0) 为 顶点 的 锥 面 方程 ， 

5, 已 知 圆锥 面 顶点 为 4(2,1.0), 轴 与 y 轴 平行 ,又 过 点 B8(2,2,1)， 
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试 求 其 方程 . 

6， 已 知 某 圆 锥 面 与 球面 Tye 27+4y+1= 0 家 六 于 面 
十 ?十 z 一 1 上 的 画 , 试 求 其 方程 , 

7. 求 两 个 球面 x 十 y 十 zx: 二 9, (zx 一 5)? 二 十 一 1 的 公共 切 难 面 
方程 . 


2 十 ?7y — 1682 0 
10t 二 7y— 6z 二 0 机 
的 交角 . 

一 -基本 内 容 


空间 内 ， 一 条 曲线 F 绕 着 定 直线 /旋转 一 周 产生 的 曲 
而 可 放 转 出 曲线 " 和 直线 分 别 叫 旋 转 曲 面 的 母线 和 轴 : 
以 轴 为 边界 的 半 平 面 与 曲面 的 交 线 叫 旋转 曲面 的 经 线 ， 母线 
上 任 一 点 画 出 的 轨迹 是 圆 , 叫 旋转 曲面 的 纬 圆 ， 

2" 以 坐标 平面 内 的 曲线 为 母线 ,该 坐标 平面 内 的 坐标 轴 
.为 轴 的 旋转 曲面 方程 共有 特殊 形式 . 比如 以 已 (y,z) 一 0,z 一 0 
为 母线 ,z 轴 为 轴 的 旋转 曲面 方程 是 (十 vz 十 y ,之 ) 二 0, 其 
余 类 似 . : 

3" 给 定 方程 Fz,y,z) =0, 若 该 方程 左 端 是 两 个 变量 平 
方 和 的 平方 根 与 第 三 个 变量 的 函数 , 则 必 表 示 一 个 旋转 曲面 . 

4” 若 旋转 曲面 母线 参数 方程 为 二 z(t),y 二 y(t),z 一 zx 
(2) (Cat 过 5) ,而 轴 为 坐标 轴 ,; 比 如 z 轴 , 则 旋转 曲面 参数 方 
各 是 | 


393 


T= Vr y(t)cosd 


yy 一 Yr (i) 二 yi(t)sing Sy 《1) 
(z= z(t) 和 
其 余 类 侯 . 
二 ,常用 方法 及 应 用 举例 
已 知 旋转 曲面 母线 为 


站 人 一 一 0 
下 (yy 一 


z2 一 2 一 2 和 , 则 求 旋转 曲面 方程 的 方法 是 , 设 
(2 ,yD 是 母线 上 任 一 点 ,过 此 点 的 旨 圆 方程 为 
Cai yt 
了 (To 一 az 十 ( 轴 一 有 2 十 (ze 一 c) (2) 
Xr ry yo) +L(zC— z,) 一 0 
其 中 参数 xz,, yo,zo 满 足 
F(xor yz2n) = 0 
(pe, — 0 
从 (2),(3) 消 去 xo,yo,zo 就 得 旋转 曲面 的 方程 . 


例 1 求 曲线 zx* 二 y,z 十 xz 二 0 绕 着 了 二 也 二 二 旋转 生成 
的 曲面 方程 . . 
解 设 (xo,yoszo) 是 母线 x 二 y,X 十 z 二 0 上 任 一 点 , 则 过 
该 点 的 纬 圆 方程 为 
二 六 十 二 十 十 之 
1 一 zi 十 2(0y7 一 十 (一 zo) 一 0 


(3) 
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26 一 Yo 
和 十 Xo 二 0 
从 以 上 四 式 消去 zo,yo,zo 得 所 求 曲 面 方程 
3T 十 32 一 4zy 一 2zz 一 4yz 一 47 一 8y 一 4* 二 0 


例 2 已 知 圆锥 面 轴 是 += 二 y==z, 一 条 母线 是 2x 一 3y 
一 5z, 试 求 其 方程 四 
解 该 圆锥 面 可 看 作 是 2z= 3y 产 :一 5z 为 母线 wz 一 y 一 > 
为 旋转 轴 的 旋转 曲面 , 帮 由 | 
TT 十 十 z= 二 Xt 十 十 0 
[eo 十 (yy 一 yo) 十 (2 一 2,)= 二 0 
2X0 一 3yo 一 一 Do 
消去 ze ,yyzo 得 圆锥 面 方程 为 
Zy 十 和 2 十 :ZE 一 0 
对 于 以 坐标 平面 内 的 曲线 为 母线 ， 该 坐标 面 内 的 坐标 轴 
为 轴 的 旋转 曲面 方程 可 代 公 式 求 得 ， 比如 
例 3 求 曲 线 
一 1 六 十 和 十 2 一 1 
之 一 
六 工 轴 施 转生 成 的 旋转 肝 面 方程 ， 
解 ” 旋 转 曲 面 母线 可 化 为 
14( 一 1 六 十 入 一 ] 
z 一 有 
因 母 线 在 zoy 面 内 ,旋转 轴 为 x 轴 , 故 用 士 Yy 十 x 代入 式 
引 ) 中 第 一 个 方程 的 y,， 得 : .4 
z 4(zX 一 1) 十 yy 二 x 二 1 
这 就 是 所 求 曲面 的 方程 . 


(4) 


(5) 
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评注 1” 上 例 中 , 若 不 先 将 (4) 化 为 (5) 就 直接 用 士 
vY 十 对 代 的 入 (4) 中 第 一 个 方程 的 y 而 得 
4 一 1 十 六 十 3z2? 二 1 
便 是 错误 的 结果 , 因 (4) 还 不 是 
zyy) 一 0 
> 二 0 : 
的 形式 ， 四 
2" 曲线 (4) 绕 z 轴 旋 转生 成 的 旋转 曲面 不 能 像 例 3 那 样 去 
代 换 求 得 方程 . 因 > 铀 不 是 曲线 (4) 所 在 坐标 面 内 的 坐标 辅 
例 4 求 曲线 
并 十 yz 一 0 
之 十 y= 0 
绕 xz 轴 旋 转生 成 的 曲面 方程 . 
解 曲线 的 参数 方程 为 2 一 w ,y 一 一 wwz 一 tt， 慑 据 式 (1) 
得 曲面 的 参数 方程 为 


T= 
y= vu + ucosd -uo 


0&0t 2x 
z 一 Vu 十 zzsing 
消去 wu.0 得 曲面 的 普通 方程 
yz 二 27 
例 5 验证 曲面 
Fl(ryy,2) 生 (XY tz) 一 16(x* 十 2z*) 二 0 
是 一 个 旋转 曲面 . 
证 明 由 于 f(zr,y,z) 寺 hh( 十 Vx 一 z:,y), 这 里 h(z,y) 
一 (7z 十 yy 一 1]6zx ,所 以 FF(r,y， *) 王 0 表示 一 个 让 转 曲面 ， 
它 可 看 作 是 曲线 . 
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(六 十 和 一 4z 一 0 
\z 一 0 
绕 y 轴 旋 转产 生 的 . / 

小 结 ”从 这 几 节 看 到 , 柱 面 是 由 一 族 平和 5 直线 生成 的 ; 锥 
面 是 由 一 族 共 点 直线 生成 的 ;旋转 曲面 是 由 一 族 纬 圆 生成 的 ， 
在 求 这 些 曲 面 方程 时 ,所 用 方法 有 一 种 是 统一 的 , 即 先 写 出 含 
参数 zo,yoyzo 的 母线 族 或 纬 圆 族 方程 

Hi(x,y ,2 To Yo, zo) 一 0 
er ZTo, Yo Zo) = 0 
再 根据 曲面 的 生成 规律 ， 写 出 三 个 参数 zxo,yoyz) 应 满足 的 二 
个 关系 式 
~ Fi(Czoyyoyzo) = 0 
F(zxosy0sZo) = 0 
然后 由 上 面 四 式 消去 zxo,yo，,zo 就 得 曲面 的 方程 


习题 8.7 


1. 求 抛物 线 x! 二 2py,z 二 0 绕 = 轴 旋 转生 成 的 曲面 方程 

2. 求 直线 < 二 < 一 一 55 绕 工 轴 旋 转 所 得 的 旋转 曲面 方程 

_ 3, 试 求 曲线 2z: 十 交 一 <,z 一 27 分 别 绕 三 条 坐标 轴 旋 转产 生 的 曲面 
方程 

4. 一 圆锥 面 的 轴 是 直线 1: 工 一 过; = 二 ,顶点 为 4(0,0,1), 又 过 
点 (2,1,0), 试 求 其 方程 ， 
5. 求 曲线 


4 十 9y 十 3x2 二 92 一 36 二 0 
绕 三 条 坐标 轴 旋 转产 生 的 曲面 方程 . 
6. 求 证 :曲面 
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I = {a(cosu 十 cosvy) alsing 十 sinv)} .bu — vv)) 
是 旋转 曲面 ,这 里 ea, 天 0 且 a,b 是 弟 数 . 
7. 求 曲线 z= 二 zx?,z! 十 二 1 绕 直线 + 一 21,y 二 0,z 二 3 族 转 生成 的 
旋转 曲面 方程 . 
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”第 9 章 二 次 曲面 


3 9,1 五 种 二 次 曲面 


1. 桶 球面 


定义 9. 1.1 在 直角 坐标 系 下 ,由 方程 。 
=1 (90.1) 
a be 5c 


所 表示 的 曲面 叫 椭 球面 ,或 
称 椭圆 面 ,方程 (9. 1 一 1) 为 
棋 球 面 的 标准 方程 ,其 中 a， 
b,c 为 任意 的 正常 数 . 

在 方程 (9. 1 一 1) 中 ， 
通常 假定 a 之 b 之 c, 则 a 
b,c 分 别 叫 做 椭 球 面 的 长 
半 轴 ,中 长 轴 和 和 短 半 轴 . 椭 
球面 (9. 1 一 1) 与 三 坐标 轴 


的 交点 《如 图 9 一 1 所 示 ) 分 ， 


图 9 一 1 
0) ,(0;,0, 士 c) ,这 六 个 点 叫做 椭 球 面 的 项 扣 . 


定义 9. 1. 2 在 直角 坐标 系 下 ,由 方程 


别 为 (十 ac,0,0),(0, 士 0， 
2. 单 叶 双 曲面 
人 
a pb 


十 之 一 一 三 1 (9. 1—2) 
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所 表示 的 曲面 叫做 单 叶 双 曲面 ,方程 (9. 1 一 2 叫做 单 叶 双 井 
面 的 标准 方程 ,其 中 a,b,c 为 任意 的 正常 数 

如 图 9 一 2 所 示 , 单 叶 双 曲面 (9. 1 一 2) 与 z 轴 不 相交 ,与 x 
轴 、y 轴 分 别 交 于 点 ( 士 a,0,0) (0, 士 5,0) 这 四 个 点 叫做 单 叶 
双 曲 面 的 顶点 . : 


图 9 一 2 


3. 双 叶 双 曲 面 
定义 9.1.3 在 直角 坐标 系 下 ,由 方程 
1 (09.1-3) 


所 表示 的 图 形 , 叫 做 双 叶 双 曲 面 ,方程 (9. 1 一 3) 叫 做 双 叶 双 曲 
面 的 标准 方程 ,其 中 a,b,c 为 任意 的 正常 数 . 
如 图 9 一 3 所 示 , 双 叶 双 曲面 (9. 1 一 3) 与 x 轴 ,y 轴 都 不 相 
交 , 只 与 x 轴 相交 于 两 点 (0,0, 士 c) ,这 两 点 叫做 双 叶 双 曲 面 
(9, 1 一 3) 的 顶点 ， | 
4. 顶 圆 抛物 面 
“定义 9.1.4 在 直角 坐标 系 下 ,由 方程 


2 2 
了 十 = 2x (9. 1] 一 4) 
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所 表示 的 曲面 叫做 椭圆 抛物 面 ,方程 (9. 1 一 4), 叫 做 椭圆 的 抛 
物 面 的 标准 方程 ,其 中 a,6 是 任意 的 正常 数 。 

如 图 9 一 4 所 示 ,椭圆 抛物 面 (9. 1 一 4) 与 对 称 轴 交 于 点 (0， 
0,0), 这 点 叫做 椭圆 抛物 面 的 顶点 ， 


图 9 一 4 图 9--5 
5. 双 曲 抛物 面 
定义 9. 1. 5 “在 直角 坐标 系 下 ， 由 方程 | 
TV (00.15) 
a 6 


所 表示 的 曲面 叫做 双 曲 抛物 面 ,方程 (9.1 一 5) 叫 做 双 曲 抛物 
面 的 标准 方程 ,其 中 a,2 为 任意 的 正常 数 ( 因 其 形状 象 马 散 
形 ， 故 也 称 为 马鞍 面 , 如 图 9 一 5 所 示 ) 
习题 91 
工 指出 下 列 曲 面 的 名 称 
《CD 到 一 一 六 一 1; 


， ~ : . . 
(2 村 一 光一 后 一 一 1 (3)z 十 2 十 gz 一 1 
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CD) + 3 (B72 

2. 说明 下 列 曲 面 的 形状 
C9z2+16y:+252=1: (2)4r 9y—16r=25; 
(374z2? 一 9 一 16<? 一 一 25:， (4)4z2 十 9 只 一 16z2 一 25; 
(5)dzr’ +9y —162 = -25; (6)7 ~— y= 2¢; 

(7)y’ 十 z 二 2x; (8)2 ~4y=—27x" 


8 9.2 二 次 曲 百 的 对 称 性 


“曲面 关于 一 个 坐标 面 或 一 个 坐标 轴 或 原点 对 称 , 其 判别 
、 (1 如 果 将 曲面 方程 中 一 个 变数 的 符号 改变 ,而 方程 不 受 
影响 , 则 曲面 必 关 于 该 变数 等 于 零 的 坐标 面 对 称 . 例如 ,将 方 
程 f(x,y,z) 二 0 中 的 z 换 成 一 =*, 而 方程 不 变 , 即 方程 玉 (z,y， 
一 z) 二 0 与 方程 F(x,y,z) 二 0 相同 .这 说 明 如 果 点 (x,，y，,z) 在 曲 
面 上 ,那么 该 点 关于 坐标 面 oxy 面 的 对 称 点 (7,y, 一 z) 也 在 曲 
面 上 ,也 就 是 该 方程 所 表示 的 曲面 关于 坐标 面 ozy 面 对 称 . 

(2) 如 果 将 曲面 方程 中 两 个 变数 的 符号 同时 改变 而 方程 
不 受 影 响 , 则 此 曲面 必 关 于 其 余 一 变数 所 对 应 的 坐标 轴 对 称 ， 
例如 ,将 方程 f(r,y,z) = 二 0 中 yy,z 换 成 一 y, 一 z, 方 程 不 变 ， 
即 方程 F(x, 一 y, 一 z) 二 0 与 方程 (zx,y,z) 二 0 相同 ,这 说 明 - 
如 果 点 (x,y,z) 在 曲面 上 ,那么 它 关 于 zx 轴 的 对 称 点 (7x, 一 y， 
一 z) 也 在 曲面 上 ,也 就 是 该 曲面 关于 xz 轴 对 称 . 

(3) 如 果 将 曲面 方程 中 三 个 变数 的 符号 同时 改变 ,而 方程 
不 受 影响 , 则 此 曲面 关于 原点 对 称 . 即 方程 (一 x ,一 y, 一 2) 
二 0 与 方程 f(x,y,z) 二 0 相同 ,说 明 如 果 点 (rx,y,z) 在 曲面 
上 ,那么 它 关 于 原点 的 对 称 点 (一 zx, 一 y, 一 z) 也 在 曲面 上 , 因 
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此 曲面 关于 原点 对 称 . 
用 上 述 方法 讨论 五 种 二 次 曲面 的 对 称 性 如 下 : 
表 9 一 1 


对 称 性 


关于 三 坐标 平面 .三 坐标 
轴 及 坐标 原点 均 对 称 ， 


无 吉米 _。 殿 于 oz 与 yoz 坐标 面 对 


习 题 9.2 


1. 证 明 梢 圆 抛物 面世 十 2 = 2z 关于 ozy 面 及 ozs 面 细 对称 , 且 关 
于 z 轴 对 称 
2. 已 知 双 曲 抛物 面 的 顶点 在 原点 ,对 称 面 为 orz 面 及 oyz 面 , 且 过 
太 (1,0,1) 及 (1,1,0), 求 这 个 双 曲 抛物 面 的 方程 . 


9 9.3 二 次 曲面 与 坐标 面 的 交 线 ( 截 部 ) 
”为 了 概括 地 了 解 曲面 的 形状 , 求 出 曲面 与 三 坐标 面 的 交 


线 方程 是 非常 重要 的 . 因为 从 曲面 与 三 坐标 面 的 交 线 (也 称 截 
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部 ) 的 形状 就 可 想象 出 曲面 的 大 致 形态 ,并 可 画 出 曲面 的 大 至 
图 形 ,其 具体 做 法 是 :在 曲面 方程 Flr,y,z) 二 0 中 ,依次 令 工 
一 0,y 二 0,z 二 0, 即 得 曲面 与 各 华 标 面 的 交 线 的 方程 . 用 此 方 
法 分 别 求 出 五 种 二 次 曲面 与 三 坐标 面 的 交 线 方程 ,并 列表 如 
下 ( 见 表 9 一 2、9 一 3). / 
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表 9 一 3 


曲面 | 与 orz 的 交 线 ， .| 与 oy 面 的 交 线 


习题 9.3 
1, 求 本 球面 的 标准 方程 ,使 它 的 两 个 截 部 分 别 是 
2 Z 2 
1 和 | 本 


T= 二 0 


yy 一 用 
2. 求 查 球面 的 标准 方程 ,使 它 通过 椭圆 


9 16 与 点 P,(1,2, V 23) 


3. 求 单 叶 双 曲 面世 一世 十 二 一 1 的 腰 燃 圆 方程 
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4. 已 知 棋 贺 抛物 面 的 顶点 在 原点 ,对 称 面 为 orz 面 与 oyz 面 , 且 过 


点 (1,2,6) 和 (二 ,一 1,1), 求 这 个 椭 加 抛物 面 的 方程 ， 
39.4 单 叶 双 曲 面 与 双 昌 
抛物 面 的 直 母 线 


由 一 族 直 线 组 成 的 曲面 叫 直 纹 面 ,这 个 定义 包含 两 个 方 
面 的 含义 ,一 是 族 中 每 一 条 直线 都 在 曲面 上 ,也 就 是 族 中 任意 
一 条 直线 上 的 任意 一 点 都 在 曲面 上 ,二 是 曲面 上 的 每 一 点 都 
在 族 中 的 一 条 直线 上 ,这 样 的 直线 族 叫做 直 纹 面 的 一 个 直 母 
线 族 . 
| 柱 面 、 锥 面 都 是 曲直 母线 构成 的 ,无 疑 它们 都 是 直 纹 曲面 . 

在 本 章 所 讨论 的 五 种 二 次 曲面 中 , 单 叶 双 曲面 和 双 曲 抛物 而 
也 是 直 纹 曲面 . 

掌握 证 明 一 个 一 次 曲面 是 直 纹 面 的 方法 是 很 重要 的 ， 下 -| 
面 把 证 明 单 叶 双 曲面 是 直 纹 面 的 思路 与 步 又 概括 一 下 : 

1° 把 单 叶 双 曲面 的 标准 方程 : 


村 十 葛 一 所 一 1 (1) 
a C 二 
改写 为 等 式 两 闪 部 是 平方 差 的 形式 | 

Xr 2 ， 多 

一 1 (2 


2” 然后 把 两 喘 分 解 因 式 
(二 二 二 )( 二 一 一 ) 一 (1 十 立 )( 一 羡 ) (3) 
a cc a C b b 
3” 引入 参数 


406 


x 4 y 
a ec i 
分 别 代 入 (3D 式 ,入 二 
莹 十 过 一 wxGI 十 六 ) 
a Cc 
| (4) 
£1- / 
之 一 v(l1 十 六 ) : 
a C 
+ (5) 
iteTvdT) 
其 中 (人 趟 表示 的 直线 族 称 为 u 族 直 线 ， 区 的 直线 
称 为 v 族 直线 . 
在 (4) 式 中 令 u 一 0 和 woo, 则 分 别 得 
| zz 
a Cc 
， 《6) 
] 一 一 0 
与 
工 _ 二 一 0 
u C 
(7) 
i 二 半 二 0 
这 两 条 直线 也 应 看 作 是 u 族 直 线 : 


同 理 ， 
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i (8) 
] 


< (9) 


这 两 条 直线 应 六 看 作 是 族 直 线 ， 

4 证 明 z 族 Co 族 ) 直 线 是 单 叶 双 曲面 的 直 母 线 族 . 

这 要 从 两 个 方面 来 证 明 ， 

(Qi) 证明 ww 族 (v 痰 ) 下 线 中 任何 一 条 直线 上 的 点 都 在 单 
叶 双 曲面 (1) 上 . 

(11) 证 明 单 叶 双 曲面 0) 上 的 任 一 ros yo z0) 一定 在 
u 族 (v 族 ) 直 线 中 的 某 一 条 直线 上 . : 

证 明 过 程 略 . 

这 样 就 证 明了 曲面 (1) 是 由 x 族 (w 泌 ) 直 线 所 构成 ， 因此 
单 叶 双 曲面 (1) 是 直 纹 曲面 ,而 x 族 (o 族 ) 直 线 是 单 叶 双 曲面 
(1) 的 一 族 直 母线 , 称 为 w 族 (v 族 ) 直 母线 (参看 图 9 一 6 和 图 
9 一 7). 对 于 双 曲 抛物 面 

到 -- > — 2x (10) 
用 同样 的 方法 可 以 证 明 它 也 有 两 族 直 母线 ,它们 的 方程 分 别 
是 ， 


(11) 
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图 9 一 6 


(参看 图 9 一 8) 


关于 单 叶 双 曲面 和 双 曲 抛物 面 的 直 母 线 有 下 列 性 质 : 


定理 9.4.1 对 于 单 叶 双 曲面 


和 双 曲 抛物 面 上 任 一 点 ,两 族 直 母 


线 中 各 有 一 条 直 和 母线 通过 这 一 点 . 
定理 9.4.2 单 叶 双 曲 面 或 双 
曲 抛物 面 的 同族 的 两 条 母线 异 面 . 
单 叶 双 曲面 同族 的 三 条 母线 必 不 平 
行 于 同一 平面 ,而 双 曲 抛物 面 同族 
”的 母线 平行 于 同一 平面 . 
/ 定理 9.4.3 单 叶 双 曲 面 的 异 


图 9 一 8 
族 两 条 母线 共 面 ,而 双 曲 抛物 面 异 族 的 两 条 母线 必 相 交 . 
定理 9. 4.4 单 叶 双 曲面 或 双 曲 抛物 面 两 族 母 线 无 公共 
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直线 . z 
定理 9.4.5 单 叶 双 曲 面 或 双 曲 抛物 面 上 的 直线 不 属于 
wu 族 就 属于 vw 族 . i 
推论 ” 单 叶 双 曲面 或 双 曲 抛物 面 有 且 仅 有 两 族 直 母 线 . 
以 上 几 个 定理 的 证 明 可 参考 朱 旧 勋 编著 (空间 解析 几何 》。 
例 1 试 求 单 叶 双 曲面 地 十 6 一 二 一 1 上 过 定点 (2,3,4) 
的 母线 方程 


A > 
2 二 4 “(1 十 祁 ) 
解 u 族 母 线 : 。 y 
/ / | > 
1 v(l+ 3 ) 
v 族 母 线 :4 。 ， 
sr vl 3) 
和 成 C23 3,4) 代 入 ， 得 “一 1 一 0 
[ 本 
一 下 
工 _ 三 1 2 
2 4 3 
。 族 中 一 条 母线 广 和 为 
Tz z 
二 一下 二 
yy 
: 1— =0 
To YY 一 
或 写作 一 本 3 一 地 及 0 2. 


例 2 在 双 隐 并 物 面 二 7 一 2。 上 , 试 求 平行 于 平面 x 十 
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?十 zx 一 0 的 直 母 线 方程 . 
解 ” 将 双 则 抛物 面 方 程 化 为 - 
(Xz + yxy) 一 2 


” 则 两 组 直 母 线 方程 为 
ry= 2 
+t- | J 
2 : (2) 
HACZ 一 3 一 2z 
而 直 苹 线 (1) 的 方 问 回 量 为 
_ 一 1 :0|110 1 一 1 
5 -| 一 下 | 一 1 4 4 | 
={],],24) 


因为 所 求 直 母 线 与 已 知 平面 平行 ,所 以 ,由 
1X1tlX1+tHX1=0 | 

解 得 。 4= 一 1. 

将 4 值 代入 (1) 式 中 ， 得 到 一 直 母 线 方程 为 

/ 将 一 0 


T 十 yy 十 zx= 王 0 
同 理 , 直 母线 (2) 的 方向 向 量 为 
_、 1 0 0 1| |1 1 | 
Ws 一 多 
pp 1 -1 wl lh —&|| 
={— 1,1, — 2u) | 
则 由 | . / ， 
2 刀 一 一 1X1 十 1X1 一 24X1=0 


解 得 pw 一 0 
41] 


将 w 值 代入 (2) 式 中 ,得 到 另 一 直 母 线 方程 为 


TT 十 y 二 0 
之 二 0 z 
例 3 证 明 双 曲 抛物 面世 一 一 2z(a 天 5) 上 的 两 条 直 母 


线 直 交 时 ,其 交点 必 在 一 双 戎 线 
证 明 两 条 相交 的 直 母 线 必 异 族 ， 双 曲 抛物 面世 一 劳 == 
2 的 两 直 母 线 为 


Le 


x 族 : 4 
Xx y、 
= we 
上 (二 一 盖 ) = 2v 
a 0 
v 族 
v( 宇 十 守 ) 二 fz z 
a pb 


所 以 其 交点 中 z= 和 


wt z 
两 族 母线 的 方向 矢量 分 别 为 了. 一 (aru: ,一 poz ,2vwu) ,3 
二 (af ,bt ,2ot) ,因为 ,| 5 所 以 了 ,一 0 即 az2ro2 扫 一 天 ro2 


十 4wtuv 一 0; 亦 即 人 =b 一 aq?. 
从 而 得 。 z= 
02 7: 
< 一 
所 以 交点 满足 方程 i 
R22 
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即 满足 方程 Cx) 


又 因为 a 六 2 此 方程 表示 一 条 双 曲 线 ， 于 是 命题 得 证 
评注 还 可 以 证 明 双 曲 抛物 面 二 - 芝 一 2z 过 曲线 (> ) 

上 任 一 点 的 两 条 母线 互相 垂直 . 

事实 上 $83.5 一 wit:(a’ 一 十 2z) 

ee 六， $s,—vwit (Ca -0 +o a )= 0 ， 

S$ : 

这 样 以 来 ， 本 例 又 本 抽 述 为 ， 

双 曲 抛物 面 握 一 各 一 22(az6) 上 的 互相 汪 直 的 直 母 绕 交 


点 的 轨迹 是 一 条 双 货 线 . 
同 祥 的 方法 可 以 证 明 ， 


单 叶 双 曲面 二 十 入 和气 =1(¢ <a +b) 上 互相 右 直 的 直 


导线 交点 的 轨迹 晴 贺 

例 4 已 知 空间 两 异 面 直线 间 的 距 为 2e, 夹 角 为 2w, 过 这 
两 直线 分 别 作 平 面 ,并 使 这 两 平面 互相 垂直 , 求 这 样 的 两 平面 
交 线 的 轨迹 . 

解 ”到 两 异 面 直线 的 公 垂 线 为 = 轴 , 公 重 线 的 中 点 o 为 
原点 ,z 轴 与 两 异 面 直线 成 等 角 . 于 是 以 两 异 细 直线 为 轴 的 两 


族 平面 来 的 方程 分 别 为 YY 
51 : Xtga 一 ?十 (z—a)=0 /ff 
42 : ztga 十 y 十 (za) 一 0 


由 mr 得 tg'a 一 1 十 Ni 王 0 即 入 ==1 一 tgia 
4 3 


又 由 xiy7z 的 方程 可 得 
Ai AKCz CQ) ——— Xtg’a _ yy 
于 是 有 xitg*a— y= 二 (1—tg’a) (z?:—a’). 
GD 当 2a 天 本 时 ,tg?a 天 1 ,所 以 有 . 


2 2 . 2 
1 
1l—tg'a, (1 一 tga)a a 
tg’a 
中 (ctg’a 一 1)a’ 下 (] ~— tg’a)a’ a l 
此 时 轨迹 为 单 叶 双 曲面 . 
(ii) 当 2c 一 己 时 ,tg?z 一 1, 所 以 有 
TC— y=0 
此 时 轨迹 为 二 相交 平面 : 
评注 ”本 例 也 给 出 了 单 叶 双 曲面 的 实际 例证 … 
习 题 9.4 
1. 求 过 双 曲 面 乞 十 类 一 所 一 上 一 点 (2. 一 1, 生 ) 所 作 的 两 条 母线 
的 方程 ， | : : 
2. 求 曲面 寺 一 全 一 2z 上 过 点 (4,0,2) 的 直 和 母线 的 方程 ， 


3. 求 证 > 一 zy 是 直 纹 曲面 , 且 求 母线 方程 

4. 试 求 单 叶 双 曲面 二 十 党 一 二 一 1 上 两 条 直 交 母线 的 交点 轨迹 ， 
5. 求 双 曲 抛物 面 z? 一 y 二 2z 上 平行 于 平面 r:z 十 y 十 z 一 0 的 直 母 
线 方程 


9.5 二 次 曲面 的 分 类 


在 空间 解析 几何 中 ,三 元 二 次 方程 
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az: 二 by: 二 cxz’ 十 2hzxy + 2g8Yz 十 21 zz + 
2xz 十 20y 十 2roz 十 G 王 0 人 《1) 
所 表示 的 曲面 , 称 为 二 次 曲面 . 利用 坐标 变换 ,总 可 以 把 二 次 
曲面 的 一 般 方程 (1 化 成 标准 形式 , 按 其 特点 共 可 分 为 17 类 ， 
它们 代表 17 种 不 同 的 二 次 曲面 ,列表 如 下 
” 囊 9 一 4 


序 呈 标准 方程 | - ”曲面 形状 ”曲面 名 称 


2 椭 球 面 
a Be (椭圆 面 ) 
2 , ,2 | : | ， ， 四 
2 」 二 十 到 十 二 = 一 无 图 形 虚 椭 球面 
3 点 
( 虚 二 次 锥 面 ) 
4 单 叶 双 曲 面 


( 续 表 ) 
序号 标准 方程 曲面 形状 ， 曲面 名 称 


双 叶 双 曲 面 
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交 平 面 ) 


曲面 名 称 

双 曲 抛物 面 

情 圆 柱 面 

10| 五 十 质 一 一 1 无 图 形 虚构 圆柱 而 
中 机 
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13 


14 
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标准 方程 


一 对 相交 平面 


抛物 柱 面 


( 续 表 ) 


15 | 过 一 4 | 一 对 平行 平面 


一 对 平行 的 


16 a 
和 共 轧 平面 


17 | 2 一 0 一 对 重合 平面 


在 此 要 求 读者 对 这 17 类 二 次 曲面 的 标准 方程 和 它们 的 图 

形 刻 熟练 掌握 ,给 出 一 个 标准 方程 ,就 能 立即 判断 出 它 是 哪 种 

曲面 . 如 给 出 的 方程 虽 不 是 标准 形式 ， 但 能 化 成 标准 形式 ， 也 
应 能 及 时 判断 出 它 是 哪 种 曲面 . 


3 9.6 平生 1 截 害 法 


在 一 般 情况 下 ,要 想 描绘 出 一 个 二 次 方程 所 确定 的 空间 
曲面 的 图 形 是 很 困难 的 ,这 是 因为 通常 用 的 描 点 法 ,对 空间 情 


况 已 不 再 适用 ,为 了 看 出 某 一 方程 所 确定 的 曲面 形状 ,就 得 借 
助 于 平面 及 其 方程. 在 这 一 节 里 就 是 用 一 组 平行 平面 去 截 所 
要 研究 的 曲面 ,以 便 从 截 口 的 形状 来 判断 该 曲面 的 形状 ,这 种 
方法 叫做 “平行 截 割 法 "也 称 平行 截 口 法 ). 为 了 简便 ,通常 用 
坐标 面 及 平行 于 坐标 面 的 平面 去 截 所 要 考察 的 曲面 , 这 些 平 
面 与 曲面 的 交 线 就 是 截 口 , 截 口 都 是 平面 曲线 考察 这 些 截 口 
的 位 置 和 形状 ,然后 再 进一步 加 以 综合 , 便 可 了 解 曲 面 的 概 狐 
或 绘制 其 图 形 了 ， 

例 1 试 证 平面 * 一 2 一 0 与 本 球面 筷 十 艺 十 艺 一 1 相交 成 
一 椭 贺 ,并 求 这 椭圆 的 半 轴 的 长 及 顶点 坐标 

解 “ 已 知 构 球面 与 平面 的 交 线 为 


Ei 
[zr 2=0 
即 9 
工 二 2 
此 方程 表示 一 椭圆 ;长 半 轴 a 二 3, 短 半 轴 5 二 v 3. 
顶点 :(2,0, 士 V 3),(2, 士 3,0)， 
例 2 写 出 双 曲 抛物 面 二 一 光一 8z 在 下 列 各 平面 上 的 截 
口 的 方程 ,并 指出 它们 各 是 什么 曲线 ? | 
(1) z=0, (2) z=2; (3) y=0; (4) y=4; 
(5) z=0; (6) z=2; (7) z=—2 


抛物 线 ; 
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(2) 的 抛物 线 ; 
二 6 

(3) 可 一 抛物 线 ; 

z y 二 0 

(4) “ 8(zT2) 地 物 线 ; 
y 一 4 

C5) >” 一 一 相交 直线 
居 - 关 = | 

(6) 避 16 等 轴 双 曲线 ; 
z 一 2 


| 
8 
© 


一 一 十 一] 
(7) | 16 1 等 轴 双 曲线 . 


之 二 一 2 ， 


例 3” 试 确定 m 为 何 值 时 ,平面 zc 十 mz 一 1 二 0 与 单 叶 双 


曲面 x: 十 y: 一 ?* 二 1 相交 成 ; 0) 椭圆 ; (让 双 曲 线 . 


解 ” 将 平面 方程 代入 曲面 方程 ,得 
(1—mz)’ 二 yy 一 zz =] 
2 kz 一 一 一 
或 一 十 1 = 1 
m:—1 (mCO— 1) 
柱 面 (1) 与 平面 十 mz 一 1 二 0 的 交 线 . 
(i) 若 此 曲线 是 椭圆 , 则 必 有 


2 


7 


7 全“ 
于 是 解 得 
im| 二 1 
Gi) 若 曲线 是 双 曲 线 则 必 有 


(1) 
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于 是 解 得 
lm < 1 


因此 ,GD) 当 | 1 时 ,平面 与 曲面 的 交 线 是 燃 加 ， (ii) 当 
ml 二 1 且 天 0 时 ,平面 与 曲面 的 交 线 是 发 图 线 ， 


例 4 已 知 燃 男 扫 物 面 x + 二 2z 和 平面 +=kz (4 过 0) 


的 交 线 是 一 圆 , 试 求 此 圆 的 半径 


解 平面 = 一 hzCt<0) 是 
过 y 轴 的 一 个 平面 ,又 因为 平 
面 y= 二 0 是 已 知 椭圆 抛物 面 的 一 
个 对 称 平面 ,所 以 圆心 必 在 平 
面 y 二 0 上 (图 9 一 9). 

由 方程 组 


Es + = 2z | 
T= kz 
y= 二 0 
求 得 圆 上 两 点 M, (0,0,0) 和 
M:( 二 ,0, 刁 ), 即 直径 的 两 个 端 


点 ， 由 于 圆 ， 夕 C (Xo yn 加 ) 是 直径 MM 的 中 点 ， 则 


“0+ 于 z 
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均一 0 十 (0 一 0 十 (让 一 9) 


1 1 
一 一 天 1 十 天 (1) 
为 确定 系数 ,在 园 上 再 取 一 点 Ms, 不 纺 令 x 一 二, 则 册 
方程 组 | 
: 2 
Xx“ 十 一 Dz 
X= kz 
1 
“TT 


求 得 点 M, 的 坐标 为 (十 ,2 , 吉 ), (注意, 解 出 两 组 坐 


标 , 只 取 其 中 一 组 ) 由 于 


1 1 ， /V2 二 一 去) 
r= ICM | = -77+ 0 十 (让 一 声 ) 
__ 3 2 
由 (1)、(2) 两 式 得 | 
1 1 __ v2 
-二 Yi+ 去 = 
解 之 ,得 
k= 二 一 1] (三 1 会 去 ) 
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再 代入 (2) 式 ,得 
和 “2 2 
四 题 9.6 


1. 证 明 单 叶 双 曲面 z? 十 革 一 所 一 1 在 二 平行 平面 y= 1 及 y 一 4 上 
的 截 口 曲线 皆 为 双 曲 线 ,并 求 它们 的 实 轴 长 . 虚 轴 长 以 及 顶点 坐标 和 实 
轴 方 程 

2. 求 平面 z 一 1 规 单 叶 双 曲面 -十 芝 一 2 一 1 所 得 到 的 截 口 椭圆 的 
方程 ， 以 及 它 的 两 个 半 输 发 和 顶点 尘 标 

3. 已 知 二 次 曲面 方程 Pr 十 Qy’ 十 Rz? 二 1， , 试 殉 定 这 个 曲面 ,使 它 


过 (1， 0， 0 和 曲线 | 本 
4. 已 知 抛物 面 的 方程 是 Px 十 Qy = ?zx 形式, 且 过 曲线 
2 2 一 人 4 

| 。” 确定 它 的 方 各 


5. 求 单 叶 双 曲 面 工 一 七 十 二 = 1 分 别 在 * 一 2 和 = 一 4 上 的 截 口 曲 
线 的 方程 ,并 指出 这 些 截 口 是 什么 曲线 ? 

6. 求 二 平面 == 3 及 :一 一 3 与 取 叶 双 曲 面 z 十 艺 一 所 一 一 1 的 交 
线 的 方程 ,并 指出 它 是 什么 图 形 

7. 分 别 求 平面 = 一 2 及 zx 一 2 与 椭圆 抛物 面 - -和 二 2z 的 交 线 方 
程 , 并 指出 它们 各 是 什么 曲线 . | 

0 
交 于 (1) 椭 圆 ; (2 抛物线 . : 

9. 已 知 平 面 7x 十 2z= 二 5 与 椭圆 抛物 面 53x: 十 4y:= 二 8z 的 交 线 是 一 个 
圆 , 求 这 个 贺 的 半径 R. 
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8$ 9.7 若 面 的 判别 


给 出 一 个 已 知 方程 ,如 何 来 判别 它 所 表示 的 是 什么 曲面 ， 
一 般 有 如 下 几 种 情况 : 
(1) 所 给 已 知 方程 为 标准 方程， 则 可 直接 辨认 出 它 表示 
哪 种 曲面 
(2) 所 给 已 知 方程 与 标准 方程 略 有 差别 ， 则 可 通过 配方 
将 一 次 项 吸收 到 平方 项 中 去 ,将 常数 项 吸收 到 一 次 项 中 去 ,把 
方程 变 成 标准 形式 ,然后 就 可 辨认 它 是 哪 种 曲面 . 
(3) 所 给 已 知 方程 中 有 一 项 是 两 个 变量 的 乘积 项 ,可 通 
过 空间 的 绕 轴 旋转 变换 ,把 乘积 项 消去 ,再 变 为 标准 形式 , 即 
可 辨认 它 是 哪 种 曲面 . 
(4) 所 给 已 知 方程 的 系数 中 含有 参数 ， 那么 就 要 根据 参 
数 的 不 同 取 值 范围 来 进行 讨论 . 参数 在 不 同 的 范围 取 值 ,方程 
一 般 表示 不 同 的 曲面 . 
例 1 指出 下 列 方 各 所 表示 册 面 的 名 区， 并 说 明 是 否 为 旋 
“ 转 曲 面 和 直 纹 面 . 


(1)2x’ 4+2y 一 Z; | (2)27:+2y = 
TT : tT 
(3) 3 十 y 十 本 一 1 ; 《41 y 一 了 二 1 ; 
(5)y’ 二 z 二 2 ; (6)7°—y =0; 
(7)y 一 2 一 一 工 ; (8)3x’+y:=0; 


(9)y =1—z; (10)z’=1. 
解 (1) 旋转 抛物 面 ,旋转 曲面 ; 
(2) 直 圆 锥 面 ,旋转 曲面 , 直 纹 曲面 ; 
(3) 双 叶 双 曲 面 ; 
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(4) 单 叶 双 曲 面 , 直 纹 曲面 ; 
(5) 直 圆 柱 面 ,旋转 曲面 , 直 纹 曲面 ; 
(6) 二 相交 平面 , 直 纹 曲面; 
(7) 双 曲 抛物 面 , 直 纹 曲面 ; 
(8) 直线 ; 
(9) 抛物 柱 面 . 直 纹 曲 ; 
(10) 一 对 平行 平面 , 直 纹 曲面 ， 
例 2 说 明 方 程 2T’ 十 y* 二 z 十 3 二 0 表示 哪 种 曲面 ? 
解 把 已 知 方程 化 为 
2z2 十 只 一 一 (zz 十 3) 
与 标准 方程 比较 ,可 知 其 表示 椭圆 抛物 面 ， 
例 3 - 说 明 方程 2z? 十 YY 十 3 十 他 十 1 一 0 表示 哪 种 曲面 ? 
解 把 已 知 方程 配方 ,得 z 
2(x° 十 2r+ 十 和 十 交 十 3x- 1=0 


即 2(x 十 1)? 十 yy 十 3x* 二 1 
亦 即 衬 二 十 革 十 二 一 1 
2 | 3 


与 标准 方程 比较 , 知 其 表示 椭 球 面 . 

例 4 说 明 方 程 z=x’ 十 zy 十 表示 哪 种 曲面 . : 

解 ” 通 过 坐标 变换 ,把 方程 化 成 标准 形式 ,z 轴 不 动 。 在 
ozy 平面 内 施行 绕 诛 点 旋转 二 的 旋转 变换 (也 就 是 空间 坐标 
系 绕 子 轴 旋转 了 ,这 种 绕 一 个 坐标 轴 旋 转 的 变换 叫做 绕 轴 旋 
转 , 它 是 空间 坐标 系 的 旋转 变换 的 一 个 最 简单 的 情况 ) ;变换 
后 的 新 坐标 系 记 为 or yz ,点 (zr,y,z) 在 变换 后 的 新 坐标 为 
(zy ,x ), 于 是 由 平面 解析 几何 中 的 旋转 变换 公式 ,有 
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2& 一 之 
x 
之 一 因 十 了 
3 . 
它 表 示 权 圆 抛物 面 . 


例 5 说 明 方 程 3r: 一 4y' 一 5z 十 天 表示 哪 种 曲面 
解 ” 先 把 方程 化 为 : 
3z2 —.4y 一 5z 一 天 
(1) 当 开 一 0 时 ,表示 单 叶 双 曲面 ; 
(2) 当天 一 0 时 ,表示 二 次 锥 面 ， 
(3) 当 KK>0 时 ， 表示 双 叶 双 曲 面 . : 
例 6 说 明 方程 x 十 2y 十 3z* 二 x 十 KK 表示 哪 种 曲面 ? 
解 先 把 方程 配方 ,得 。 


Cz — 2): + 2y: + 32 = 天 十 到 
(1) 当 天王 一世 时 ,方程 表示 虐 棋 圆 面 ; 
(2) 当 一 一 十 时 ,方程 表示 点 椭圆 面 ; 
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(3) 当 K>> 一 了 时 ,方程 表示 椭圆 面 


习题 97 
1， 判 别 下 烈 方程 所 表示 曲面 的 名 称 , 并 说 明 是 否 是 旋转 曲面 . 
(1)4z’: 十 4y* 十 2 二 16; (2)y’— 92°= 81; 

zy 

(3)47°—4y’ +z’=0; 4) 六 十 本 十 zx 王 0; 
(5)7x:—2y' 二 xz =4; (6)37’—2y—2 = 6; 
《7》 光 一 2 一 22; (8)3zr 二 y= 二 0; 
(97》xz 一 1; (10)2x 十 2z 二 3. 


2, 说 明 方 程 3z 十 4y 十 z: 十 8y 一 8 二 0 表示 侍 种 上 曲面 ? 
3, 说 明 方 程 3 十 4y: 一 2z 十 5 二 0 表示 哪 种 曲面 ? 

4, 膏 明 方 程 x 十 yz 二 0 表示 哪 种 曲面 ? 

5. 说 明 下 列 曲面 的 形状 . 

(1) 盖 一 3z 十 2 一 0; 

(2) 大 一 十 z 一 2z 一 2y 一 0; 

(3) 好 一 只 十 z2 十 2z 一 2y 十 2z< 十 1 一 0) 
C4)T 十 十 z? 十 2X 十 2y 十 2z 十 1 二 0; 

(5)7T —y—z 才 2x 一 2y 一 2z 十 1 二 0; 

(6)z 一 工 十 yy 

(7)z’=x 二 xy 十 yy : 

6. 说 明 方程 z? 一 4y?== 5z: 十 22zx 表示 哪 种 曲面 ? 

7. 说 明 方程 2z: 十 3 十 jz 一 1 一 0 表示 哪 种 曲面 ? 
8. 试 就 天 方程 1+ 六 > 一 K 表示 哪 种 曲面 ? 


9. 试 就 \ 讨 论 方程 1 十 天 一 -一 2= 筷 >6> 0 表示 哪 种 曲面 ? 
$9.8 二 次 曲面 的 轨迹 问题 


大 家 知道 ,在 平面 上 动 点 的 轨迹 是 一 平面 曲线 ;而 在 空间 
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“中 动 点 的 轨迹 往往 是 一 曲面 (有 时 也 可 能 是 一 空间 曲线 ). 关 
于 轨迹 问题 的 解法 ,一 般 是 先 设 出 动 点 的 坐标 ,然后 根据 动 点 
所 满足 的 条 件 列 出 关系 式 , 再 从 这 些 关系 式 的 内 在 联系 找 出 
动 点 所 满足 的 方程 式 , 最 后 再 判断 一 下 该 方程 式 所 表示 的 是 
哪 种 曲面 ( 线 ). 下 面 举 几 个 例 子 来 说 明 . 

例 1 设 动 点 与 定点 (1,0,0) 的 距离 等 于 该 动 点 到 定 平 
面 xz 二 4 的 四 离 的 一 半 , 求 动 点 的 轨迹 . : 

解 ” 设 动 点 为 P(r,y,z), 则 了 到 定点 (1,0,0) 的 距离 为 

z d= Vr 1 yi / 
P 到 平面 z= 二 4 的 距离 为 


= 
依 题 意 有 Zdi=d; / 
即 

2 VT] 二 zx 二 |x 一 4| 
两 边 平方 ,得 : 

4[(z 一 1 十 只 十 xz] 一 (Cz 一 4 
整理 ,得 

3Z 十 4 闪 十 4z 一 12 

即 


艺 十 半 十 乞 一 1 
它 表示 旋转 机 球面 一 长 球面 ,这 就 是 所 求 轨 迹 
例 2 求 到 两 异 面 直线 等 距离 之 点 的 轨迹 ,并 说 明 其 形 
状 
解 ” 设 两 异 面 直线 的 方程 为 
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再 设 动 扎 Plz,y;z), 于 起 到 | /用 2 之 距离 分 别 是 di z 


及 d;,， 则 有 
= [mi(zC— cc) 二 + (2zC— c+ nr Cm yy) J]/(l+m) 
= fm:(z 十 c)? 十 (z 十 Cc)? 十 Cmz 十 9)*]/(1 十 mm?) 
由 di ==d,, 得 | 
cl m)z=— mry 
比 式 表示 双 曲 抛物 面 . 
例 3 求 到 定点 及 定 平面 距离 比 为 常数 的 点 的 轨 变 ,说 
明 轨迹 形状 ， 
解 ” 设 定 比 为 儿 (0) , 现 分 两 种 情况 加 以 讨论 ， 
(1) 定 点 不 在 定 平面 上 ,以 定 平面 为 zy 面 ,定点 到 xy 面 
的 垂 线 为 z 轴 而 建立 直角 坐标 系 , 于 是 定点 (0,0,c),c 天 0, 动 
点 P(rzx,，y,z) ,由 假设 / 
VT FY T= Alz| 
化 简 配 方 得 : 
rz 十 y: 十 zz2(1 XR)—2cz2+c=0 
(a) A 二 1,7: 十 y' 二 2c《z 一 帮 )》 
此 式 表示 旋转 扫 物 面 . 
(b) MF1,7 十 y 十 (1 一 个 ) (z 一 


GD 0<4<1, 表示 旋转 双 叶 本 球面， 

i) )>1, 表 示 旋 转 双 叶 双 曲面 ， 

(2) 定点 在 定 平面 上 ， 以 定 平面 为 : zy 面 ， 定点 为 原 点 而 
建立 直角 坐标 系 , 由 假设 


VZ yz | 


CC 由 


2 一 一 
) 一 = 了 二 六 


一 


化 简 得 
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刀 十 天 十 22(1 一 入 ) 一 0 


(a) 当 4==1 时 ,Tz 十 二 0， 表示 直线 | ， oh 轴 ,或 


称 表 示 一 对 虚 相 交 平面 

(6) ” 当 M1 时 ， 

GDA> 1 时 ,表示 直 圆 锥 面 ; 

(ii) 0< <1 时 ,表示 点 (0,0,0) 即 坐标 原点 ,或 表示 虚 
圆锥 ， 
评注 ” 虚 曲 面 上 的 点 并 非 和 皆 虚 后. 

习 题 9.8 


1. 设 动 点 与 定点 (4,0,0) 的 距离 等 于 该 动 点 到 定 平面 zx 一 1 的 距离 
的 二 倍 , 试 求 动 点 轨迹 的 方程 ,并 指出 它 是 哪 种 曲面 ， 

2. 设 动 点 到 定点 (3 ,0,0) 的 距离 与 该 动 点 到 定 平面 z= 一 亏 的 中 
次 相等 , 求 动 点 的 甸 迹 方程 江 指 出 该 方 要 表 示 世 各 曲面 

3. 已 知 药 物 线 |” “的 顶点 沿 抛 物 线 |” ”移动 , 它 所 在 的 
平面 水 远 平行 于 oz 平面 , 试 求 其 雪 玉 方 和 

4. 试 求 双 曲 抛物 面 宝 一 冰 = 2 上 垂直 相交 母线 交点 的 轨迹 


5. 试 求 单 叶 双 曲面 毒 十 息 一 气 一 1 上 两 条 直 交 母线 的 交点 轨迹 . 


C 


次 与 两 杀 直线 5 了 6 一 艺 一 < 了 和 竺 一 4 一 二 攻 相 交 且 与 平 


面 2 十 3y 一 5 二 0 平行 的 直线 的 轨迹 . 


$3 9.9 二 次 曲面 的 作 图 


给 出 二 次 曲面 的 标准 方程 ,要 画 出 二 次 曲面 的 图 形 ,大致 
431 


有 如 下 步骤 : 
(1) 第 一 步 首 先 画 出 空间 直角 坐标 系 ; 
(2) 第 二 步 画 出 该 曲面 与 三 个 坐标 面 的 交 线 ( 即 截 部 ) 
(3) 第 三 步 根 据 需 要 可 画 出 一 个 或 几 个 该 曲面 与 坐标 面 
的 平行 平面 的 交 线 ; 


(4) 第 四 步 最 后 根据 这 些 已 得 的 截 部 和 平和 了 截 线 描 出 曲 


面 的 轮 哪 线 . 

从 上 述 步骤 中 可 知 , 画 出 曲面 的 截 部 以 及 该 曲面 与 坐标 
面 的 平行 平面 的 交 线 是 二 次 曲面 作 图 中 关键 的 步骤 , 故 下 面 
先 举例 说 明 如 何 画 曲面 的 截 部 以 及 曲面 与 坐标 面 的 平行 平面 
的 交 线 ,然后 再 举例 说 明 二 次 曲面 的 作 图 方法 . 

例 ; a 

—0 
解 (1) 先 在 辅助 的 平面 直角 坐标 系 7 上 作出 类 加 


29 
C'、D' 作 外 切 矩形 (图 9 一 10)、 
(2) 作 空间 直角 坐标 系 o 一 zyz, 在 xz 轴 上 取 4、B 两 点 ， 


使 得 04=oB 二 0B', 在 z 轴 上 取 C.D 两 点 ,使 得 oC 一 oD - 
一 0 也. 然后 分 别 过 4.8 作 oz 的 平行 线 , 过 C.D 作 ox 的 平 


行 线 ,于 是 得 到 一 个 平行 四 边 形 ( 图 9 一 11). 
在 输 助 图 的 线段 oA' 上 任意 取 一 点 S' ,过 5S' 而 平行 于 
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十 -=1 的 实 形 叫做 梢 贺 的 正规 图 ,再 切 于 其 顶点 4'、B、 


1 rn 一 


图 9-10 ol 
o 2 的 直线 交 椭 圆 于 M' 、N .在 ozx 平面 的 线段 o4 上 取 o8 


一 方 03'， 过 5S 作 直 线 平行 于 oz, 在 这 平和 T 绕 上 到 SM= oN 


一 S'M' ,这 M、N 便 是 所 求 椭 圆 
上 的 点 .按照 这 个 方法 可 以 作 椭 
圆 的 许多 点 ,最 后 依次 将 它们 连 
成 一 条 光滑 的 曲线 , 即 得 到 所 求 
作 的 椭 贺 , 称 为 椭圆 的 侧 视 图 
(斜视 图 ). 注意 ,这 椭圆 要 在 4、 
BCD 四 点 与 平行 四 边 形 的 周 
界 相 切 . 当 作 图 熟练 时 ,只 需 作 
出 (2) 中 的 平行 四 边 形 然后 内 切 
于 A,B.C.D 四 点 大 致 画 一 个 椭 
阅 就 可 以 了 (参见 图 9 一 12). 由 
总 起 来 说 , (1) 在 辅助 平面 上 作 正 视图 ; (2) 在 o 一 zyz 的 
oxz. 的 平面 上 作 侧 视图 . 在 侧 视图 里 竖 线 段 的 长 度 都 与 辅助 
图 的 对 应 线 一 样 . 辅助 图 中 的 水 平 线 在 侧 视图 里 都 变 为 平行 
于 oz 轴 的 斜 线 ,线段 长 度 都 等 于 原 长 一 半 . 辅助 图 里 两 轴 平 
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行 线 围 成 长 方形 在 侧 视 图 里 都 变 为 平行 四 边 形 ;(3) 在 辅助 图 
里 任意 作 纵 坐标 线 , 画 出 曲线 的 交点 ,在 侧 视 图 里 作对 应 的 纵 
坐标 线 ， 取出 对 应 于 交点 的 点 ， 销 点 足够 多 时 ; 连 成 册 线 . 
作 椭 图 「 碟 十 六 =] : 
( 双 则 线 ) |。 _) 
解 ” 从 方程 可 知 ， 此 梯 贺 ( 双 曲 线 ) 在 < 二 4 的 平面 上 ,对 
称 轴 平 行 于 zx 轴 和 y 轴 , 且 以 (C0,0,4) 为 中 心 ,因此 , 先 作 出 
平面 :二 4, 再 根据 所 给 方程 ,在 平面 z= 二 4 上 仿照 例 1 的 作法 ， 
“作出 所 求 椭圆 ( 双 曲 线 )( 见 图 9 一 13 和 图 9 一 14). 


例 2 的 图 形 . 


A 


图 9—13 | 
例 3 作 怨 物 线 | tp 

解 从 方程 可 以 看 出 ， 此 抛物 线 在 y= 2 的 平面 上 , 它 的 : 
项 点 在 (0,2, 一 1) ,对 称 轴 平 行 于 oz 轴 , 且 开口 向 上 ,因此 先 
作出 平面 > 一 2, 再 根据 所 给 方程 仿照 例 1 在 此 平面 上 作出 所 
求 的 抛物 线 ( 见 图 9 一 14)， ， 

评注. 从 例 2. 例 3 可 归纳 出 在 与 坐标 面 平行 的 平面 上 ， 
目 对 称 轴 平 行 于 坐标 办 的 二 次 曲线 的 一 般 作 图 的 方法 如 下 : 
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《1) 先 画 出 曲线 所 在 的 平面 ; 

(2) 确 定 二 次 曲线 的 中 心 , 画 出 对 称 轴 ; 

(3) 画 辅助 直线 (如 双 曲 线 的 基本 和 拖 形 和 内 近 线 等 )， 
《4) 画 出 二 次 曲线 的 近似 图 ， 

例 4 作 椭 圆 球面 忆 -十 站 + 村 一 1 的 图 形 , 


解 (1) 作 举 标 系 9 XYZ. 


(2) 作 出 椭圆 球面 与 三 个 
坐标 面 的 交 线 , 即 作出 椭 球 面 
在 三 坐标 面 的 截 部 
寻 
J ER 
‘ZZ 二 0 T= 
J 
y 一 
这 三 个 椭圆 在 椭 球 面 的 顶 图 ”9 一 15 


点 处 相交 ( 见 图 9 一 16). 

(3) 最 后 描 出 曲面 的 轮 郭 线 , 即 可 作出 椭 球 面 的 图 形 ( 图 
9 一 15) 

例 5 作 单 叶 双 曲面 所 十 一 各 一 1 的 图 形 

解 (1) 作 坐 标 系 o 一 zyz. z : 

(2) 作 出 单 叶 双 曲面 与 三 个 坐标 面 的 交 线 ， 即 作出 单 叶 
曲面 在 三 坐标 面 的 截 部 .， ... 


ye 2 1 
i + 一 了 25 1 代 25 1 
Z 一 昌 | 工 二 0 二 


”这 三 个 交 线 在 顶点 处 相交 . 
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(3) 作 单 叶 双 曲面 与 平面 > 一 5 及 > 一 一 5 的 交 线 . 
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图 9 一 18 


(4) 描 出 曲面 的 轮廓 


线 , 即 得 所 求 单 叶 双 曲 面 的 


图 形 ( 见 图 9 一 17). 
例 6 作 双 曲 抛物 面 


解 (1) 作 坐标 系 
0 一 YYZ， 

(2) 作 出 双 曲 抛物 面 与 
二 个 坐标 面 的 交 线 , 即 作出 
双 曲 抛物 面 在 三 坐标 面 的 


鹤 部 ; . 


二 0 


2 
?7 Ne | 
y=0 


Zz 二 0 


(3) 作 双 曲 抛物 面 与 平面 > 一 4 及 y= 一 4 的 交 线 


2 - 
[zx = 3(z — ) Xx* 二 一 3(z — We) 二 -> 一 1 


(4) 描 出 曲面 的 轮廓 线 , 即 得 所 求 双 曲 抛物 面 的 图 形 (和 
图 9 一 18) 


二 一 3. 
7， 作 本 球面 互 十 所 十 亏 一 1 的 图 形 ,及 平面 =- 2 与 酉 球面 的 交 线 
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8， 作 音 叶 双 有 曲面 十 妆 一 邱 一 1 的 图 形 及 平面 y 一 1 与 它 的 交 线 . 

9. 作 双 曲 抛 物 面 一 沪 十 光一 z 的 图 形 及 平面 一 1 与 它 的 交 线 

10， 作 酉 圆 地 物 面 芝 十 艺 一 2c 的 图 形 及 平面 y=2 与 它 的 交 线 

11， 作 双 叶 双 曲面 污 十 疙 一 革 一 一 1 的 图 形 ,及 平面 y 一 2 与 它 的 
交 线 ， 


1 


[1] 
[2] 
L3j 


L4 
[5] 
[ 6] 
[7] 
[ 8] 


L9」 


[lo] 
[1 


L12. 
L13. 


[14] 


L115 


L16. 


主要 参考 文献 


日 林 根 , 许 子 道 等 ,解析 几何 ,高 等 教育 出 版 社 ,1987 ,第 3 版 
汤 大 淳 ,解析 几何 ,北京 师范 学 院 出 版 社 ,1987. 

南开 大 学 数学 系 ,空间 解析 几何 引 论 ,人 民 教 育 出 版 社 ， 
1978. z 


郭 卫 中 ,空间 解析 几何 讲义 ,东北 师范 大 学 出 版 社 ,1985. 


昌林 根 , 张 紫 霞 , 孙 有 金 ,解析 几何 ,高 等 教育 出 版 社 ,1988. 
何 伯 和 ,空间 解析 几何 ,吉林 大 学 出 版 社 ,1987. 

山东 省 临沂 等 五 所 师 专 ,解析 几何 ,兰州 大 学 出 版 社 ,1988. 
吴 光 舌 , 丁 石 孙 , 姜 伯 骆 , 田 畴 等 ,解析 几何 ,人 民 教 育 出 版 
社 ,1979. 


朱 易 有 勋 ,陈绍 凌 ,空间 解析 几何 学 ， 北京 师范 大 学 出 版 福 ， 


1981. 


印 维 声 , 解 析 几 何 ,北京 大 学 出 版 社 ,1988. : 

华东 师范 大 学 数学 系 几何 教研 室 ,解析 几何 习题 集 ， 华东 师 
大 出 版 社 ,1981. 

杨 文 茂 , 解 析 几 何 习 题 集 , 武 汉 大 学 出 版 社 ,1983. 

(前 苏联 )4. B. 波 格 列 诺 夫 、 姚 志 享 译 ,解析 几何 ,人 民 教 育 
出 版 社 ,1982. | 

( 苏 ) B.,T， 巴 效 列 夫 , 李 质朴 译 ,几何 学 及 拓扑 学 习题 集 ， 
北京 师范 大 学 出 版 社 ,1985. 

陈绍 菱 、. 傅 若 男 ,空间 解析 几何 习题 试 析 ,北京 师范 大 学 出 
版 社 ,1984. 

Iserge Lang, Limear Aigebra (second Edition) ,Columbia u- 


439 


1 HT HP 


D7] NN neepts of lopology, 
The Math ,cx ‘| | 
[18] H.B, Griffiths, Su university Press, 
1981. 
[19」 王 敬 庚 , 高 等 数学 ,Vol. 1,No. 1(1985). 


[20」 安 明道 ,高 等 数学 ,Vol. 1,No. 2(1985). 

[21] 林 向 岩 , 高 等 数学 ,Vol. 2.No. 1(1986). 

[22] “ 许 安国 ,高 等 数学 ,Vol. 2,No. 2(1986). 

[23] 陈 及 人 ,高 等 数学 ,Vol. 2,No. 2(1986). 

L24】 on a 2(1987) ,74 一 77， 

[25] 多 崇 善 .高 等 数学 ,Vol.2.No.3(1986) ,114 一 117， 

[26] 何 裕 新 ,数学 通报 ,No. 1(1987) ,14 一 15. 

[27] 周 忠 义 , 数 学 通报 ,No. 8(1987) ,42 一 43. 

[28] . 潘 洪亮 ,数学 通报 ,No. 6(1990) .33 一 35. 

[29] 杨 浴 国 ,数学 通报 ,No. 4(1990) ,21 一 23. 

. LL30」 易 商 轩 ,数学 通报 ,No. 8(1990) ,29 一 30， 

L31j 时 承 权 等 .平面 解析 几何 解 题 方法 与 技巧 ,黑龙 江 教 育 出 版 
社 ,1988. : 

[32」 荤 世 奎 ， 平面 解析 几何 的 基本 问题 和 思维 方法 ， 山西 人 民 出 
版 社 ,1986. 


440 


formatlonI 


QU | 中 DO 吕 
中 品 呈 口 V DO 口 
LIDIDIJn DO 


